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Kurzfassung

Mit der vorliegenden Arbeit wurde erstmals ein statistisches Modell entwickelt, das die Ei-
genschaften eines Sprays mit multivariaten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen beschreibt. Es
basiert auf einer fiinfdimensionalen Copula-Konstruktion, die in Zusammenarbeit mit dem
Lehrstuhl von Prof. Grothe (Institut fiir Operations Research, KIT) entwickelt wurde. Damit
ist es moglich, mittels SPH-Simulationen generierte Spraydaten effizient als Tropfenstartbe-
dingungen in Euler-Lagrange-Simulationen der Triebwerksbrennkammer, mit Verbrennung und
Schadstoffbildung, zu iibertragen. Da die Spraydaten sich fiir die verschiedenen Betriebsbedin-
gungen unterscheiden, wurden die Parameter der Copula-Konstruktion mittels Metamodellen
den Betriebsbedingungen zugeordnet. Dadurch ist das Modell in der Lage, fiir beliebige Betrieb-
spunkte innerhalb des Giiltigkeitsbereichs Tropfenstartbedingungen zu generieren. Neben die-
sem sogenannten MARTINI-Modell (MultivARiaTe-INjectlon) wurde ein phdnomenologisch-
statistisches Modell entwickelt, das aufgrund seiner analytischen Gleichungen Einblicke in den
Zerstaubungsprozess ermoglich, die das rein statistisch aufgebaute MARTINI-Modell nicht er-
laubt. AbschlieBend wurde das MARTINI-Modell in Euler-Lagrange-Simulationen validiert.
Zweidimensionale SPH-Simulationen konnen die meisten charakteristischen Phinomene der
Zerstaubung bei triebwerksnahen Bedingungen wiedergeben und sind damit in der Lage, tiefe-
re Einblicke in den Zerstiubungsprozess als die verfiigbaren Experimente zu bieten. Durch
die Copula-Konstruktion konnte gezeigt werden, dass fiir den Zerstdubungsprozess am ebenen
Filmleger die vier Eigenschaftspaare dr,ur; ur,xr; ur,yr und yr,vy wesentlich sind. Anhand des
phidnomenologisch-statistischen Ansatzes wurde deutlich, dass sich der GroBteil der Tropfen auf
einer logarithmischen Kurve vom Zerstduber weg bewegt und dass sich die Axialgeschwindig-
keit der Tropfen direkt nach dem Zerfall asymptotisch der Gasgeschwindigkeit annihert, anstatt
der Tropfenbewegungsgleichung zu folgen. Durch die Euler-Lagrange-Simulationen konnte de-
monstriert werden, dass es moglich ist, mit dem MARTINI-Modell effizient physikalisch sinn-
volle Startbedingungen zu generieren.






Vorwort des Herausgebers

Der schnelle technische Fortschritt im Turbomaschinenbau, der durch extreme technische Forde-
rungen und starken internationalen Wettbewerb geprigt ist, verlangt einen effizienten Austausch
und die Diskussion von Fachwissen und Erfahrung zwischen Universitiaten und industriellen
Partnern. Mit der vorliegenden Reihe haben wir versucht, ein Forum zu schaffen, das neben
unseren Publikationen in Fachzeitschriften die aktuellen Forschungsergebnisse des Instituts fiir
Thermische Stromungsmaschinen am Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) einem moglichst
groBen Kreis von Fachkollegen aus der Wissenschaft und vor allem auch der Praxis zugéinglich
macht und den Wissenstransfer intensiviert und beschleunigt.

Flugtriebwerke, stationdre Gasturbinen, Turbolader und Verdichter sind im Verbund mit den
zugehorigen Anlagen faszinierende Anwendungsbereiche. Es ist nur natiirlich, dass die me-
thodischen Losungsansitze, die neuen Messtechniken, die Laboranlagen auch zur Losung von
Problemstellungen in anderen Gebieten - hier denke ich an Otto- und Dieselmotoren, elektrische
Antriebe und zahlreiche weitere Anwendungen - genutzt werden. Die effiziente, umweltfreund-
liche und zuverlédssige Umsetzung von Energie fiihrt zu Fragen der ein- und mehrphasigen Stro-
mung, der Verbrennung und der Schadstoffbildung, des Warmeiibergangs sowie des Verhaltens
metallischer und keramischer Materialien und Verbundwerkstoffe. Sie stehen im Mittelpunkt
ausgedehnter theoretischer und experimenteller Arbeiten, die im Rahmen nationaler und inter-
nationaler Forschungsprogramme in Kooperation mit Partnern aus Industrie, Universitdten und
anderen Forschungseinrichtungen durchgefiihrt werden.

Es sollte nicht unerwihnt bleiben, dass alle Arbeiten durch enge Kooperation innerhalb des In-
stituts gepragt sind. Nicht ohne Grund ist der Beitrag der Werkstétten, der Technik-, der Rechner-
und Verwaltungsabteilungen besonders hervorzuheben. Diplomanden und Hilfsassistenten tra-
gen mit ihren Ideen Wesentliches bei, und natiirlich ist es der stets freundschaftlich fordernde
wissenschaftliche Austausch zwischen den Forschergruppen des Instituts, der zur gleichbleibend
hohen Qualitit der Arbeiten entscheidend beitrdgt. Dabei sind wir fiir die Unterstiitzung unserer
Forderer auBerordentlich dankbar.

Brennkammern von modernen Flugtriebwerken arbeiten nach dem Prinzip der Diffusionsver-
brennung. Um einer exzessiven Bildung von thermischem NO entgegenzuwirken, ist die Mehr-
zahl heutiger Triebwerksbrennkammern nach dem sogenannten RQL-Prinzip (Rich Burn —
Quick Quench — Lean Burn) ausgelegt, bei dem sowohl in der Primérzone als auch in der Se-
kundirzone nahezu stochiometrische Verbrennungsbedingungen und damit Temperaturspitzen
vermieden werden. Gleichwohl besteht bei diesem Konzept die Herausforderung, eine exzessive
RuBbildung unter fetten Bedingungen der Primirzone zu vermeiden und eine moglichst voll-
standige RuBoxidation unter mageren Bedingungen der Sekundirzone zu fordern. Ein Schliissel
zur Reduktion der Bildung von Ruf} stellt die Kontrolle der Gemischbildung mit Hilfe von luft-
gestiitzten Brennstoffzerstiubern dar. Deren Auslegung sowie die Analyse des gesamten Ver-
brennungsprozesses erfolgt zwischenzeitlich unter Verwendung moderner CFD-Verfahren. Da
der Brennstoff als fliissige Phase in den Prozess eingebracht wird, haben sich gekoppelte Euler-
Lagrange-Verfahren fiir die Berechnung etabliert. Dabei erfolgt die Berechnung der Gasphase
im ortsfesten Bezugssystem, wihrend die Ausbreitung und Verdunstung des Brennstoffsprays im



mit der Stromung mitbewegten Bezugssystem berechnet wird. Die Kopplung beider Rechnungen
erfolgt einerseits iiber das berechnete Geschwindigkeits- und Temperaturfeld der Gasphase und
andererseits liber entsprechende Quellterme fiir den Wirme-, Impuls-, und Stofftransport. Fiir
die Berechnung der Fliissigphase miissen exakte Tropfenstartbedingungen vorgegeben werden.
Diese umfassen den Ort, die Groe und die Initialgeschwindigkeit aller Tropfen des Sprays.

Der vorliegende Band der Schriftenreihe ist in diesen Gesamtkontext eingeordnet. In ihm be-
fasst sich der Autor mit der statistischen Modellierung dieser Startbedingungen fiir den Fall
von Konfigurationen, die sich an die Geometrie und Betriebsbedingungen realer luftgestiitzter
Brennstoffzerstiuber in Flugtriebwerksbrennkammern anlehnen. Durch den Einsatz moderner
statistischer Verfahren auf Basis von Copulas und Copula-Konstruktionen gelingt es dem Au-
tor, die vieldimensionale Wahrscheindichkeitsdichtefunktion der interessierenden Parameter der
Tropfenstartbedingungen fiir eine generische ebene Diise effektiv und effizient zu modellieren.
Die erforderliche Datenbasis erzeugt er mit Hilfe zweidimensionaler Stromungsberechnungen,
die er unter Verwendung eines am Institut fiir Thermische Stromungsmaschinen entwickel-
ten Programmpakets durchfiihrt. Dieses basiert auf der Methode der sogenannten Smoothed-
Particle-Hydrodnamics (SPH) zur Berechnung von Zweiphasenstromungen mit starker Wech-
selwirkung zwischen den beiden Phasen. Mit den gewihlten Ansédtzen werden die relevanten
gegenseitigen Abhédngigkeiten der Parameter identifiziert und abgebildet und die nicht relevanten
ausgeblendet. Die entwickelte und validierte Methode iiber Copulas und Copula-Konstruktionen
lasst sich zukiinftig auf reale annulare Zerstduber mit individuell unterschiedlichen Geometrien
erweitern.

Karlsruhe, im Marz 2023 Prof. Dr.-Ing. Hans-Jorg Bauer
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Diese Dissertation entstand wihrend meiner Zeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut
fiir Thermische Stromungsmaschinen (ITS) des Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT).

Ich mochte mich sehr herzlich bei Prof. Dr.-Ing. Hans-Jorg Bauer fiir die Moglichkeit der
Promotion am ITS bedanken. Sie haben am ITS ein Umfeld geschaffen, das es jungen Wis-
senschaftlerinnen und Wissenschaftlern ermoglicht, sich zu entfalten und dabei aus Fehlern zu
lernen. Auf diese Weise konnen am ITS ingenieur-wissenschaftliche Fragestellungen mit neuen
Methoden und einzigartigen Herangehensweisen untersucht werden. Vielen Dank fiir das ent-
gegengebrachte Vertrauen, ihren Rat und ihre Unterstiitzung.

Dr.-Ing. Rainer Koch hat mich auf dem Weg vom interessierten Studenten zum eigenstindigen
Wissenschaftler ermutigt, angeleitet und inspiriert. Lieber Rainer, herzlichen Dank fiir dein
Vertrauen und die damit verbundene Freiheit, deinen Rat in kniffligen Situationen und dein
Interesse, das iiber die wissenschaftliche Zusammenarbeit weit hinaus geht.

Ein weitere Dank gilt allen ehemaligen und aktiven Mitgliedern der Arbeitsgruppe von Rainer
Koch. Meinem Vorginger Dr.-Ing. Sebastian Gepperth mochte ich fiir die gute Zusammenarbeit
- auch nach seiner Zeit am ITS - danken. Dr.-Ing. Enrico Barow mochte ich fiir sein Interesse an
meiner Arbeit und seine Unterstiitzung in experimentellen Fragen danken. Bei Dr.-Ing. Frank-
Oliver Bartz mochte ich mich fiir seine Unterstiitzung beim Thema Euler-Lagrange-Simulationen
bedanken. Dr. Geoftfroy Chaussonnet war fiir mich ein wertvoller Diskussionspartner. Lieber
Geoffroy, danke fiir deine Zeit zur Diskussion jeder noch so kleinen oder groBen Frage. Das hat
mir die Einarbeitung in das Thema Zerstaubung sehr leicht gemacht. Dr.-Ing. Samuel Braun hat
den fiir diese Arbeit verwendeten SPH-Code geschrieben und so meine Arbeit erst ermoglicht.
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Dr.-Ing. Thilo Dauch hat am ITS, sozusagen als ,,wingman®, ein komplementéres Projekt be-
arbeitet. Lieber Thilo, herzlichen Dank fiir die gute und duBerst produktive Zusammenarbeit.
Deine mitreiBende und motivierende Art, die vielen gemeinsamen Unternehmungen und die
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1 Einleitung und Motivation

In den kommenden Jahrzehnten wird sich der Lebensstandard weltweit weiter erhohen (Ros-
ling, 2018, S. 138). Damit steigen auch die individuellen Reisedistanzen (Rosling, 2018, S. 98).
Dieser Trend wird durch das weltweite Bevolkerungswachstum von 7,2 Mrd im Jahr 2017 auf
geschitzte 11 Mrd Menschen in Jahre 2100 verstérkt (Rosling, 2018, S. 82). Die Internationale
Zivilluftfahrtorganisation (engl. International-Civil-Aviation-Organization - ICAO) rechnet von
2012 bis 2042 mit einer jahrlichen Steigerung der ausgelasteten Passagierkilometer (engl. Reve-
nue Passenger Kilometres - RPK) von 4,5 % (ICAO, 2016a, S. 10). Da immer mehr Menschen
immer Ofter immer weitere Distanzen zuriicklegen werden, ist davon auszugehen, dass die vom
Luftverkehr ausgehenden Umweltbelastungen ebenfalls zunehmen werden. Um die Auswirkun-
gen der Emissionen auf die Menschen und das Klima zu verringern, wurden fiir die zivile
Luftfahrt verschiedene Standards beispielsweise durch die Europdische Kommission und die
Vereinten Nationen erarbeitet. So setzt sich die Europdische Kommission zum Ziel, zwischen
2000 und 2050 die CO,-Emissionen um 75 % und die NOy-Emissionen um 90 % zu senken
(European Commission, 2011, S. 17). Parallel dazu verabschiedete die ICAO einen neuen Stan-
dard zu CO,-Emissionen, der alle ab 2020 gebauten Flugzeuge betrifft (ICAO, 2016b, S. 112).
Des weiteren erarbeitete die ICAO einen neuen Standard fiir die Emission von RuBpartikeln
(ICAO, 2016b, S. 85). Die Masse, Anzahl und Massenkonzentration der Partikel wird nun an
vier Betriebspunkten eines definierten Start- und Landezyklus bewertet. Dartiiber hinaus hat sich
die ICAO eine Kraftstoffeinsparungen von 2 % pro Jahr zum Ziel gesetzt (ICAO, 2016b, S. 20).
Um diese Umweltschutzziele zu erreichen, nennt die ICAO in ihrem aktuellen Umweltbericht
(ICAO, 2016b) folgende Ansitze: Weiterentwicklung der Flugzeuge, Optimierung der Betrieb-
sabldufe am Flughafen und im Flug, marktbasierende Emissionskriterien sowie die Einfiihrung
alternativer Kraftstoffe. Als Hauptaspekte bei der Flugzeugentwicklung werden die Redukti-
on des Luftwiderstands des Rumpfes durch Optimierung der Grenzschichtstromung, bionische
Konstruktionen, 3D-Druck und neuartige Materialien, sowie die Triebwerke genannt (ICAO,
2016b, S. 115 - 118).

Der Treibstoffverbrauch eines Triebwerks kann durch verschiedene Mallnahmen reduziert wer-
den: Erhohung des thermischen Wirkungsgrades durch Erh6hung des Druckverhiltnisses und
der Turbineneintrittstemperatur, Erhdhung des Vortriebswirkungsgrades durch Vergroerung
des Nebenstromverhiltnisses sowie Gewichtsreduktion (ICAO, 2016b, S. 116).

Die Emissionen des Triebwerks werden im Wesentlichen durch den verwendeten Kraftstoff und
das Brennkammerkonzept beeinflusst. Bei fritheren Brennkammerkonzepten standen vor allem
die Stabilitdt der Flamme, die Zuverlassigkeit der Kiihlung und das Temperaturprofil am Brenn-
kammeraustritt im Fokus der Entwicklung. Aktuelle Konzepte werden mit dem Ziel entwickelt,
die Schadstoffemissionen deutlich zu reduzieren, selbstverstindlich unter Einhaltung der zuvor
genannten Anforderungen. Im Fokus stehen dabei die Stickoxidemissionen, da die Erhohung
des Druckes und der Temperatur in der Brennkammer deren Bildung fordert und die Anteile
des unverbrannten Kohlenwasserstoffs und Kohlenmonoxids reduziert (Bauer, 2004, S. 131).
Das Ziel aktueller Brennkammerkonzepte ist es, stochiometrische Verhiltnisse bestmdoglich zu
vermeiden, da dort die hochsten Temperaturen vorherrschen und damit die meisten Stickoxi-
de entstehen. Die einzelnen Brennkammerkonzepte unterscheiden sich durch die Anordnung,
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Anzahl und Gro3e fetter und magerer Bereiche (Kraftstoff- bzw. Luftiiberschuss) in der Brenn-
kammer. Durch die Aufteilung des Luftmassenstroms auf die Kraftstoffdiise und das Flammrohr
und die Konstruktion der Kraftstoffdiise lassen sich die zuvor genannten Punkte beeinflussen.
Ein wegen seiner Verbrennungsstabilitit hdufig eingesetztes Konzept kombiniert die fette Ver-
brennung mit einer schnellen Abkiihlung der HeiB3gase und mageren Nachverbrennung (engl.
Rich-burn - Quick-quench - Lean-burn, RQL). Dabei wird die Kraftstoffdiise fett betrieben.
Durch das Zufiihren von Luft stromab der Kraftstoffdiise wird das fette Kraftstoff-Luft-Gemisch
zligig in ein mageres liberfiihrt. Dadurch fallen die Stickoxidemissionen sehr gering aus. Kri-
tisch bei diesem Konzept ist die Ruproduktion im fetten Kraftstoff-Luft-Gemisch. Das schnelle
Zumischen von Luft begrenzt die Moglichkeit diesen Ruf zu verbrennen (Bauer, 2004, S. 134).
Bei der gestuften Verbrennung werden eine fett und eine mager betriebene Kraftstoffdiise ein-
gesetzt (Bauer, 2004, S. 134). Die fett betriebene Kraftstoffdiise (Pilot-Stufe), die die Stabilitit
der Verbrennung sicherstellt, ist wihrend des gesamten Flugs im Einsatz. Die mager betriebene
Kraftstoffdiise (Haupt-Stufe) wird hingegen nur bei Teil- und Volllast eingesetzt und sorgt fiir ge-
ringe Stickoxidemissionen. Dariiber hinaus gibt es verschiedene magere Verbrennungskonzepte,
welche groBes Potential hinsichtlich der Emissionsminderung zeigen, aber auch weniger stabil
brennen. Die magere Vormischung und Vorverdunstung (engl. Lean-Premixed-Prevaporized -
LPP) zielt darauf ab, Luft und Kraftstoff vor dem Eintritt in die Brennkammer vollstindig zu
mischen (Bauer, 2004, S. 137). Die dafiir bendtige Aufenthaltszeit kann durch den begrenz-
ten Bauraum nur schwer sichergestellt werden. Dariiber hinaus muss die Selbstziindung des
Kraftstoft-Luft-Gemisches verhindert werden. Bei der mageren Direkteinspritzung (engl. Lean-
Direct-Injection - LDI) wird hingegen darauf abgezielt, viele kleine Tropfen moglichst homogen
in einem groflen Luftmassenstrom zu platzieren (Bauer, 2004, S. 137). Dies kann beispielsweise
durch eine intern gestufte Einspritzdiise erreicht werden, die aus einem zentralen fetten Pilot-
Injektor und mehreren iiber den Umfang verteilten mageren Haupt-Injektoren besteht (Wilfert
et al., 2007, S. 9). Dariiber hinaus werden weitere Konzepte wie die des eingeschlossenen Wir-
bels (engl. Trapped-Vortex-Combustor) (Kendrick et al., 2006; Hsu et al., 1998) oder die milde
Verbrennung (engl. MILD-Combustion) (Cavaliere et al., 2004) diskutiert.

Die aktuelle Entwicklung von Brennkammern fokussiert sich bei Pratt & Whitney auf ein op-
timiertes RQL-Konzept (McKinney et al., 2007), wahrend Rolls-Royce und General Electric
ein LDI-Konzept vorantreiben (Buelow et al., 2012; H. C. Mongia, 2014). Die Brennkammer-
Konzepte von Pratt & Whitney und General Electric werden seit 2016 im Airbus A320neo
eingesetzt. Rolls-Royce nutzt fiir seine aktuellen Triebwerke optimierte RQL-Konzepte.

Eine Studie zu Inlandsfliigen in den Vereinigten Staaten (Olmer et al., 2017) kommt zu dem
Ergebnis, dass der spezifische Treibstoffverbrauch von 2014 auf 2016 um 3 % verringert werden
konnte. Allerdings stieg die Zahl der ausgelasteten Passagiermeilen im selben Zeitraum um
10 %, sodass sich der gesamte Treibstoffverbrauch und die Schadstoffemissionen um 7 % erhoht
haben. Aus diesem Grund werden weitere Ansitze wie die Einfiihrung alternative Kraftstoffe und
die Entwicklung alternativer Antriebskonzepte wie das hybrid-elektrische oder voll-elektrische
Fliegen (Technology Review, 2018) verfolgt.

Alternative Kraftstoffe erlauben es, das aktuelle Triebwerkskonzept weiter zu verwenden und
den Anteil alternativer Kraftstoffe entsprechend der Klimaschutzziele allméhlich zu erh6hen
(BMVI, 2016, S. 8). Sie haben das Potential, die Rufliemissionen um bis zu 90 % zu senken



(Chishty et al., 2017). Das sogenannte erneuerbare Kerosin kann auf Basis von Biomasse oder
elektrischem Strom aus erneuerbaren Energietrigern hergestellt werden (BMVI, 2016, S. 9).
Beispiele dafiir sind das Bioliq®-Verfahren (KIT, 2018) und das SOLETAIR-Konzept (VTT,
2018). Im Jahr 2011 wurden erste Langzeiterprobungen von Mischungen aus erneuerbarem und
herkommlichem Kerosin im reguldren Flugbetrieb durchgefiihrt (Lufthansa, 2014). Aktuell wird
die Auswirkungen von Kerosingemischen auf die Schadstoftbildung im Flug untersucht (DLR,
2018).

Dariiber hinaus werden aktuell verschiedene alternative Antriebskonzepte wie das hybrid-
elektrische oder voll-elektrische Fliegen diskutiert (Technology Review, 2018). Es existieren
bereits Demonstratoren mit wenigen Passagieren (Solarimpulse, 2016; DLR, 2016), Konzepte
mit kommerziell relevanten Passagierzahlen befinden sich in Planung (Zunum Aero, 2018).
Alternative Antriebskonzepte und erneuerbare Kraftstoffe sind notwendige und wichtige Ent-
wicklungen, um die mittel- und langfristig angestrebten Emissionsziele zu erreichen. Thre techni-
sche Machbarkeit und Effizienz muss jedoch noch mit Technologie-Demonstratoren nachgewie-
sen werden. Kurzfristig gibt es fiir den Flugzeugantrieb keine einsatzbereite Alternative zu den
mit Kerosin oder synthetischen Kraftstoffen betriebenen Gasturbinen und deren Brennkammern.
Diese werden auch langfristig beispielsweise im Rahmen hybrid-elektrischer Antriebskonzepte
zum Einsatz kommen. Aus diesem Grund werden viele Bemiihungen unternommen, die Brenn-
kammern so zu gestalten, dass weniger Schadstoffe emittiert werden.

Die Entwicklung von Brennkammern steht aktuell auf drei Sdulen: Vorauslegung, Experimente
und Simulationen. Zunichst erfolgt eine Vorauslegung der Geometrie und der Luftaufteilung
mittels empirischen Korrelationen, 1D-Netzwerk-Losern und einfachen Stromungssimulatio-
nen. Dabei werden meist sehr einfache und kostengiinstige Modelle fiir die Verbrennung und
Schadstoftbildung genutzt. Das Ziel ist eine schnelle Optimierung der Geometrie und Luftauf-
teilung sowie eine erste Bewertung der Temperaturverteilung und der Emissionen. Experimente
werden je nach Anforderung in unterschiedlicher Komplexitit durchgefiihrt. Einzelne, quasi
unabhingige Phiinomene konnen in Brennkammer-Modulen oder -Sektoren nachgebildet wer-
den. Komplexere Phinomene werden hingegen auf Priifstinden mit einer vollstindigen Ring-
brennkammer untersucht. Zur Zertifizierung sind aulerdem Tests auf Triebwerkspriifstanden
notwendig. Triebwerksidhnliche Bedingungen sind in Priifstinden aufgrund der hohen Driicke,
Temperaturen und Massenstrome nur mit groBem Aufwand zu realisieren. Hinzu kommt, dass
die Zuginglichkeit fiir Messtechnik durch die realistischeren Betriebsbedingungen und die da-
mit verbundene Komplexitéit der Priifstinde eingeschrinkt wird. Deshalb besteht von Seiten
der Triebwerkshersteller der Wunsch, die meisten Untersuchungen numerisch durchzufiihren,
ergidnzt durch wenige experimentelle Tests zur Absicherung und Zertifizierung. Wihrend nume-
rische Simulationen beispielsweise bei der Entwicklung der TAPS-Brennkammer (engl. Twin-
Annular-Premixing-Swirler, TAPS) die experimentellen Ergebnisse lediglich durch qualitative
Aussagen erginzten (H. Mongia, 2004), werden sie heute zur automatisierten Geometrieopti-
mierung eingesetzt (Gessel et al., 2015; Zhang et al., 2015; Comer et al., 2016; Raman et al.,
2018). Daraus ergibt sich die Notwendigkeit, moglichst genaue und kostengiinstige numerische
Methoden bereitzustellen.

Direkte numerische Simulationen (DNS) des Verbrennungsprozesses in einer Triebwerksbrenn-
kammer sind aufgrund des immensen Aufwandes noch nicht moglich. Deshalb werden nume-
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rische Methoden mit vereinfachten physikalischen und chemischen Modellen kombiniert. Fiir
die Simulation der Sprayflammen in Triebwerksbrennkammern wird meist ein Euler-Lagrange
Ansatz gewihlt. Dieser wird mit Modellen, die die Turbulenz der Gasstromung, die Tropfen-
startbedingungen, die turbulente Dispersion, den Sekundérzerfall von Tropfen, die Verdunstung
von Tropfen sowie die Verbrennung und Schadstoftfbildung beschreiben, kombiniert. Auf diese
Weise konnen die Geschwindigkeits- und Temperaturprofile und die Emissionen am Brenn-
kammeraustritt vorhergesagt werden. Die dabei verwendeten Modelle basieren meist auf Ex-
perimenten und detaillierten Simulationen, die ein einziges der auftretenden Phdnomene allein
untersuchen. Aus den dabei gewonnenen Erkenntnissen und Daten werden zumeist empirische
Korrelationen oder sogenannte phanomenologische Modelle erstellt. Fiir empirische Korrelatio-
nen werden aus beliebigen Funktionen diejenigen ausgewdhlt, die das Verhalten der Zielgrof3e
im vorliegenden Datensatz am besten beschreiben. Phinomenologische Modelle basieren auf
physikalischen Modellannahmen, die ein Phinomen néher beschreiben und sich in Form von
Gleichungen ausdriicken lassen. Die Modellkonstanten in diesen Gleichungen werden mithilfe
von Daten bestimmt. Erst das Zusammenspiel aller Modelle ermdglicht es, das komplexen Pha-
nomen der Sprayflammen zu simulieren. Da die Ausgangsgrof3en eines Modells in der Regel die
Eingangsgrofen weiterer Modelle sind, entsteht eine Modellkette. Wie gut die ZielgroBen der
Auslegung - wie die Emissionen - mit dem Euler-Lagrange-Ansatz vorhergesagt werden kon-
nen, hingt von der Qualitit jedes einzelnen Modells in der Modellkette ab. Aus diesem Grund
sind alle verwendeten Modelle Gegenstand aktueller Forschungsvorhaben. In der vorliegenden
Arbeit wird der Fokus auf die Modellierung der Tropfenstartbedingungen gelegt. Dabei werden
erstmals mehrdimensionale Tropfeneigenschaften beriicksichtigt mit dem Ziel, ihren Einfluss
auf die lokale Mischung von Luft und Kraftstoff zu betrachten. In wie weit die Modellierung der
Tropfenstartbedingungen die Vorhersage der Schadstoffbildung beeinflusst oder welche weiteren
Einfliisse durch die Modelle fiir Sekundirzerfall oder Verdunstung entstehen, konnte im Rahmen
dieser Dissertation nicht betrachtet werden. Um dieses Ziel zu erreichen, wurden im Rahmen die-
ser Arbeit neuartige Modelle fiir die Tropfenstartbedingungen entwickelt. Diese geben erstmals
den multivariaten Charakter des Sprays wieder. Dazu wurden Simulationen des Zerstaubungs-
prozesses im Zerstdubernahfeld mit der Smoothed-Particle-Hydrodynamics- (SPH) Methode
durchgefiihrt. Die daraus resultierenden mehrdimensionalen Tropfendaten wurden mit multi-
variaten statistischen Verfahren modelliert. Diese statistischen Verfahren sind auBBerdem in der
Lage, ein multivariates Spray zu generieren, sodass die Tropfen dieses Sprays in der Euler-
Lagrange-Simulation gestartet werden konnen. Da die Modelle fiir mehrere Betriebspunkte der
Brennkammer nutzbar sein sollen, wurden Metamodelle entwickelt, die es erlauben, die Mo-
dellparameter zwischen den Betriebspunkten, fiir die SPH-Daten vorliegen, zu interpolieren.
Abschlieend wurde der Einfluss der multivariaten Modellierung auf die raumliche Verteilung
der Tropfen an einem ebenen Filmleger mittels Euler-Lagrange-Simulationen ohne Verbrennung
untersucht.

Diese Dissertation ist wie folgt aufgebaut. Im folgenden Kapitel 2 wird der wissenschaftli-
che Kenntnisstand der fiir diese Arbeit relevanten Themen diskutiert. Daraus resultieren die
in Abschnitt 2.5 vorgestellten Ziele und die Vorgehensweise dieser Arbeit. In Kapitel 3 wird
die gewihlte Vorgehensweise konkretisiert und es werden die eingesetzten Methoden erldutert.
Die durchgefiihrten SPH-Simulationen werden in Kapitel 4 beschrieben. Die daraus resultie-



renden Spraydaten werden in Kapitel 5 diskutiert. In Kapitel 6 werden zwei unterschiedliche
multivariate statistische Modelle vorgestellt und miteinander verglichen. Die Verkniipfung der
Modellparameter mit den Betriebsparametern wird in Kapitel 7 erldutert. Anschlieend wer-
den in Kapitel 8 die Ergebnisse der durchgefiihrten Euler-Lagrange-Simulationen diskutiert.
Die Ergebnisse dieser Arbeit werden in Kapitel 9 zusammengefasst und moglichen weiteren
Arbeitsfeldern gegeniibergestellt.






2 Wissenschaftlicher Kenntnisstand

In diesem Kapitel wird der wissenschaftliche Kenntnisstand zu Beginn dieser Dissertation
diskutiert. Dies betrifft zum einen die numerische Simulation von Sprayflammen mit beson-
derem Augenmerk auf die Tropfenstartbedingungen (Abschnitt 2.1). Zum anderen spielt die
luftgestiitzte Zerstiubung mit Filmleger, welche im Rahmen dieser Arbeit betrachtet wird, ei-
ne Rolle (Abschnitt 2.2). Die beiden zentralen Aspekte sind die existierenden experimentellen
Korrelationen zur Vorhersage von fiir die Zerstdubung charakteristischen Groen und Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen (Abschnitt 2.3) und die aktuellen numerischen Simulationen von
Zerstdubungsprozessen (Abschnitt 2.4). Daraus werden in Abschnitt 2.5 die Ziele, die Vorge-
hensweise und der wissenschaftliche Beitrag dieser Arbeit abgeleitet.

2.1 Numerischen Simulation von Sprayflammen

Charakteristisch fiir eine Sprayflamme sind fliissige Kraftstofftropfen, die verdunsten und in ein
gasformiges Luft-Kraftstoff-Gemisch iibergehen, das verbrennt. Diese und weitere Phanomene
einer Sprayflamme werden in Unterabschnitt 2.1.1 am Beispiel kontinuierlicher Verbrennungs-
systeme wie Triebwerksbrennkammern diskutiert. AnschlieBend werden verschiedene Metho-
den zur numerischen Simulation von Sprayflammen vorgestellt (Unterabschnitt 2.1.2), gefolgt
von einer detaillierten Beschreibung des Euler-Lagrange-Ansatzes (Unterabschnitt 2.1.3). Dar-
auf aufbauend wird der Einfluss der Tropfenstartbedingungen auf den Verbrennungsprozess
diskutiert (Unterabschnitt 2.1.4) und die bisherigen Ansitze zur Generierung von Tropfenstart-
bedingungen werden vorgestellt (Unterabschnitt 2.1.5) .

2.1.1 Phanomenologie der Sprayflamme

Sprayflammen kommen in allen Verbrennungssystemen vor, die fliissigen Kraftstoff verwenden.
Dabei lassen sich diskontinuierlich arbeitende Verbrennungssysteme wie Kolbenmotoren und
kontinuierlich arbeitende Verbrennungssysteme wie Gasturbinen unterscheiden. Die wesentli-
chen Prozesse der Sprayverbrennung in einem kontinuierlich arbeitenden Verbrennungssystem
werden im Folgenden anhand Abb. 2.1 erldutert. Der Kraftstoff wird im fiir die Diskussion
gewihlten luftgestiitzten Druckdrallzerstduber (engl. pressure-swirl atomizer) verdrallt, sodass
sich durch die Fliehkrifte eine konische Kraftstofflamelle (Film) bildet (Lefebvre et al., 2012,
S. 238). Diese zerfillt in ldngliche Ligamente (Primérzerfall), welche dann weiter zerfallen, bis
sich schlieBlich runde Tropfen gebildet haben (Sekundérzerfall) (Lefebvre et al., 2012, S. 239).
Aufgrund der konischen Kraftstofflamelle bildet sich stromab des Zerstdubers ein Hohlkegel-
spray (Lefebvre et al., 2012, S. 239).

Die im Zerstduber verdrallte Luft sorgt dafiir, dass sich stromab des Zerstiubers eine Rezirkula-
tionszone ausbildet (Blesinger, 2021). In der Rezirkulationszone stromt heiles Rauchgas strom-
auf und liefert die Energie zur Aufheizung und Verdunstung des Kraftstoffs. Falls ein Tropfen
nicht vollstindig verdunstet, kann er auf die Brennkammerwand treffen, wo er verkoken wiirde
(Brandauer et al., 1993). Durch die Rezirkulationszone wird eine kontinuierliche Verbrennung
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Abbildung 2.1: Fundamentale Prozesse der Sprayverbrennung, entnommen Sénchez et
al. (2015, Fig. 2)

ermoglicht, da die Stromungsgeschwindigkeit an einigen Stellen der Ausbreitungsgeschwindig-
keit einer Diffusionsflamme entspricht und so die Lage der Flammenfront (schwarze Volllinie)
stabilisiert wird. Eine Flammenfront entsteht, sobald die Luft und der verdunstete Kraftstoff
ausreichend durchmischt sind und die Ziindtemperatur erreicht haben. Lokal kann die Flam-
menfront verloschen und wieder ziinden. Des weiteren kann die Verbrennung von einzelnen
Tropfen und von Tropfengruppen beobachtet werden (Beck et al., 2009). Aufgrund der geringen
raumlichen Ausbreitung des Sprays am Zerstduber, wird dort eine fette Verbrennung beobachtet.
Die Verbrennung des verdunsteten Kraftstoffs umfasst alle Flammentypen von nicht vorgemischt
bis hin zu voll vorgemischt. Deshalb wird die Sprayverbrennung als teilweise vorgemischte Ver-
brennung charakterisiert (Menon et al., 2016, S. 373). Eine detaillierte Darstellung der an der
Verbrennung beteiligten Prozesse und Reaktionsmechanismen kann der Literatur entnommen
werden (Warnatz et al., 2006) . Im folgenden Unterabschnitt wird erldutert werden, wie diese
Phénomene numerisch abgebildet werden konnen.



2.1 Numerischen Simulation von Sprayflammen 9

2.1.2 Methodeniibersicht

Die Grundlage fiir die Simulation der Sprayflamme ist die Abbildung der Luftstrémung und des
Kraftstoffsprays sowie ihrer Interaktion. Kuerten (2016) nennt zur Simulation von turbulenten
Stromungen, die mit Partikeln oder Tropfen beladen sind, drei Ansitze: Erstens, partikelauf-
losende Direkte Numerische Simulationen (engl. particle-resolved DNS), die auf sehr feinen
Gittern basieren, welche starre und zumeist unbewegte Partikel umschlieBen. Dazu muss die
Gitterweite deutlich kleiner als die PartikelgroBe sein. Die Anwendung der DNS ist auf einzelne
relative groBe Partikel beschrinkt. Die Direkte Numerische Simulation einer Sprayflamme mit
vielen kleinen Tropfen und unter Beriicksichtigung der gesamten Chemie-Turbulenz-Interaktion,
ist aufgrund des hohen numerischen Aufwands bisher nicht realisierbar. Zweitens, den Euler-
Lagrange-Ansatz (engl. Lagrangian point-particle methods, Euler-Lagrange), der es ermoglicht
Millionen von kleinen Partikeln zu simulieren. Hierbei werden die Bilanzgleichungen der Stro-
mung durch ein Gitter repréasentiert und fiir jedes Partikel wird eine Bewegungsgleichung gelost.
Die Kopplung zwischen den Partikeln und der Stromung wird durch Quellterme in den Bilanz-
gleichungen und der Bewegungsgleichung realisiert. Drittens kann eine noch grofere Anzahl
von Partikeln mit dem Euler-Euler Ansatz (engl. Eulerian methods) simuliert werden. Hierbei
werden die einzelnen Partikel nicht individuell beschrieben, sondern lediglich ihre Konzentra-
tion und ihr Geschwindigkeitsfeld innerhalb eines Kontrollvolumens.

Welche Methode eingesetzt wird, hingt stark davon ab, wie diinn oder dicht das abzubildende
Spray ist. Ist das Volumen der Fliissigkeit in einem Kontrollvolumen deutlich kleiner als das Kon-
trollvolumen, liegt ein diinnes Spray vor, welches der Anforderung des Euler-Lagrange-Ansatzes
genligt. Das dichte Spray im Zerstaubernahfeld kann somit durch einen Euler-Lagrange-Ansatz
nicht abgebildet werden, sodass auch Kombinationen aus einem Euler-Euler Ansatz im Zer-
staubernahfeld und einem Euler-Lagrange-Ansatz weiter stromab verwendet werden (Blokkeel
et al., 2003). Zur Simulation von Sprayflammen in Triebwerksbrennkammern werden haupt-
sdchlich Euler-Lagrange-Ansitze verwendet (Jaegle et al., 2011; Mueller et al., 2013; Jones
etal., 2014; El-Asrag et al., 2014; Comer et al., 2016; Eggels, 2017; Puggelli et al., 2018) sowie
vereinzelt Euler-Euler-Ansitze (Jaegle et al., 2011) und Kombinationen aus Euler-Euler- und
Euler-Lagrange-Ansitzen (Panchal et al., 2018). Nach Cuenot (2016, S. 374) habe beide Ansitze
individuelle Herausforderungen: Euler-Lagrange-Ansitze sind schwieriger beziiglich der Nume-
rik und der Parallelisierung, allerdings sind Euler-Euler-Ansitze durch die Mittelung und die
Modellierung der SchlieBungsterme weniger genau. Fiir die Simulation des diinnen Sprays in der
Triebwerksbrennkammer wird im Rahmen dieser Arbeit der Euler-Lagrange-Ansatz verwendet
und im folgenden Unterabschnitt detailliert beschrieben.
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2.1.3 Der Euler-Lagrange-Ansatz

Der Euler-Lagrange-Ansatz ermoglicht die Simulation einer mit Partikeln beladenen Stromung.
Anwendungsbeispiele sind der Transport von Sediment in Wasser oder von Tropfen in Luft.
Fiir die Sprayverbrennung (Kapitel 2.1.1) sind neben dem Tropfentransport in der Luftstrémung
auch der Phaseniibergang des Kraftstoffs von der Fliissig- in die Gasphase und die anschlieBende
Verbrennung des gasformigen Luft-Kraftstoff-Gemisches abzubilden.

Die Gasstromung im Rechengebiet wird durch ein Euler-Gitter reprisentiert, auf dem die Navier-
Stokes-Gleichungen geldst werden. Diese beinhalten Bilanzgleichungen fiir Impuls, Energie
und die Masse jeder Spezies. Um die unterschiedlichen Gase wie Sauerstoff, Stickstoff und
Kraftstoffdampf im Eulerschen System abzubilden, ist fiir jedes Gas bzw. jede Spezies eine
zusitzliche Bilanzgleichung notwendig. Da die Summe der Masse aller Spezies identisch mit
der Gesamtmasse ist, muss eine Bilanzgleichung fiir die Masse nicht separat abgebildet werden
(Cuenot, 2016, S. 310). Dariiber hinaus wird fiir jede Spezies eine Zustandsgleichung benotigt.
Zur Diskretisierung der Bilanzgleichungen auf dem Euler-Gitter wird in der Regel die Finite-
Volumen-Methode eingesetzt. Es kann aber auch die Lattice-Boltzmann-Methode verwendet
werden (Derksen, 2007).

Die fliissige Phase wird durch Punktmassen, sogenannte Partikel, approximiert. Diese Lagrang-
schen Partikel werden durch das Rechengebiet verfolgt. Ihre Trajektorie resultiert aus der Losung
einer Bewegungsgleichung. Diese représentiert neben der Trigheit des Partikels die verschie-
denen duBeren Krifte, die auf den Partikel einwirken. Kuerten (2016, S. 693) nennt basierend
auf der Arbeit von Maxey (1983) folgende Krifte: den Auftrieb, den Druckgradient und die
Viskositit in der Gasphase, die Massendnderung zwischen den Phasen und den Luftwider-
stand. AuBlerdem benennt er den Einfluss der Tropfenhistorie sowie den Saffmann- und den
Magnus-Effekt. Fiir Tropfen in turbulenten Gasstromungen kommt Kuerten (2016, S. 694) zu
dem Schluss, dass nur der Auftrieb und der Luftwiderstand relevant sind. Au3erdem zu beach-
ten ist, dass fiir jedes Partikel Bilanzgleichungen fiir Masse und Energie gelost werden (Cuenot,
2016, S. 373).

Die Wechselwirkung zwischen der Stromung und den Tropfen wird durch eine Kopplung der
Navier-Stokes Gleichungen der Gasphase mit den Bilanz- und Bewegungsgleichungen der Trop-
fen représentiert. Diese Kopplung wird durch Quellterme realisiert und ermdglicht in beiden
Richtungen (engl. two-way coupling) den Austausch von Masse, Impuls und Energie zwischen
den beiden Gleichungssystemen (Burger et al., 2002b; Burger et al., 2002a; Sinigersky et al.,
2009). Fiir dichte Sprays wird zusitzlich die Interaktion der Partikel untereinander (engl. four-
way coupling) relevant (Kuerten, 2016, S. 698).

Aus dem Aufbau der Euler-Lagrange-Methode ergibt sich die Anforderung, dass das Euler-Gitter
nicht kleiner sein darf als das grofite Lagrangsche Partikel. Diese Anforderung wird in Simu-
lationen mit groflen Partikeln und lokal feinen Gittern leicht verletzt. Nach dieser Einfiihrung
in die Euler-Lagrange-Methode werden im folgenden die einzelnen Modelle, welche fiir die
Modellierung einer Sprayflamme notwendig sind, vorgestellt. Die Vorgehensweise fiir Euler-
Lagrange Simulationen ist unabhéngig von der Art der Turbulenzmodellierung im Eulerschen
System. Da eine Direkte Numerische Simulation (DNS) der Gasphase fiir komplexe Geometrien
auferst aufwindig ist, wird in der Regel ein Teil der turbulenten Skalen modelliert. Dabei wird
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zwischen der vollstindigen Modellierung der turbulenten Skalen mittels Reynolds-gemittelter
Navier-Stokes-Gleichungen (RANS) und der teilweisen Modellierung (Grobstruktursimulati-
on, engl. Large-Eddy-Simulation - LES) unterschieden. Cuenot (2016, S. 332) sieht in der
Grobstruktursimulation die einzige Moglichkeit, turbulente Phiinomene komplexer realer Geo-
metrien abzubilden. Eggels (2017) kommt zu einem dhnlichen Schluss. Bei einer Simulation der
Sprayflamme in einer Triebwerksbrennkammer werden die experimentellen Ergebnisse durch
die Grobstruktursimulation deutlich besser wiedergegeben als durch die Simulation auf Basis
des RANS-Ansatzes. Fiir Grobstruktursimulationen existieren eine Reihe von Turbulenzmodel-
len - auch Feinstrukturmodelle genannt - zur SchlieBung der Bilanzgleichungen: das konstante
(Smagorinsky, 1963) sowie das dynamische Smagorinsky-Modell (Germano et al., 1991), das
WALE-Modell (Nicoud et al., 1999), das Modell von Vreman (2004) und Modelle, die die lokale
kinetische Energie abbilden (Stefano et al., 2008) sowie viele weitere. Fiir Grobstuktursimula-
tionen verdrallter Brennkammerstromungen mit und ohne Verbrennung werden das konstante
und das dynamische Smagorinsky Modell, das Modell von Vreman, das WALE-Modell und
LDKM-Modelle verwendet (Eggels (2017), Gicquel et al. (2012, Tabellen 4 und 5), Menon
et al. (2016, Tabelle 12.6)). Fiir zeitaufgeloste RANS-Simulationen (engl. Unsteady RANS)
werden das k, e-Modell (Bartz (2020),Cha et al. (2005)) sowie verschiedene darauf aufbauende
Varianten wie das k, e-realizable-Modell, das k, e-RNG-Modell oder das k, w-SST-Modell ver-
wendet Eggels (2017, S. 4). Die turbulente Stromung beeinflusst die Trajektorien der Tropfen.
Wenn ein Teil der turbulenten Skalen modelliert wird, wie in zeitaufgeloste RANS-Simulationen
und Grobstruktursimulationen, bezieht sich dies nur auf die turbulente Viskositat der Stromung
- aber nicht auf die Tropfen selbst. Der Einfluss der turbulenten Wirbelstrukturen auf die Bewe-
gung der Tropfen wird als turbulente Tropfendispersion bezeichnet. In Folge dessen wird jeder
Tropfen mit identischen Startbedingungen in einem stationdren Stromungsfeld auf eine unter-
schiedliche Bahn gelenkt. Um diesen Effekt auch in zeitaufgeloste RANS-Simulationen und
Grobstruktursimulationen abbilden zu konnen, werden Tropfendispersionsmodelle eingesetzt.
Das am hiufigsten eingesetzte Model geht auf Gosman und lIoannides (Gosman et al., 1983)
zuriick. Hierbei wird der Tropfengeschwindigkeit ein zufdlliger Anteil hinzugefiigt, der sich an
der turbulenten kinetischen Energie der Gasphase orientiert. Dies passiert solange, bis entweder
der Tropfen die virtuelle Wirbelstruktur durchquert hat oder diese zerfallen ist. Fiir beide Arten
der Turbulenzmodellierung wurden in jiingerer Zeit weitere Modelle entwickelt. Dies nutzen
z.B. kinematischen Simulationen (Resvanis, 2015) oder stochastische Markov-Modelle (Bini
et al., 2008).

Der Ubergang des fliissigen Kraftstoffs in die Gasphase kann in die Teilprozesse Primiirzer-
fall, Sekundéarzerfall und Verdunstung gegliedert werden (Siehe Abschnitt 2.1.1). Im Rahmen
von Euler-Lagrange-Simulationen wird jeder Teilprozess mit einem eigenen Modell abgebildet,
welche im Folgenden diskutiert werden. Zur Losung der Tropfenbewegungsgleichung werden
Tropfenstartbedingungen benotigt. Diese umfassen die initiale Tropfengrofe, deren initiale Po-
sition und Geschwindigkeit sowie deren Temperatur. Die verschiedenen Moglichkeiten zur De-
finition der Tropfenstartbedingungen in Euler-Lagrange-Simulationen werden in Unterabschnitt
2.1.5 diskutiert. Die verschiedenen Ansitze zur Vorhersage von charakteristischen GréBen und
Verteilungen eines Sprays werden in den Abschnitt 2.3 behandelt. Wenn auf einen Tropfen eine
zu groBle aerodynamische Last einwirkt, verformt er sich und zerfillt schlielich in mehrere
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kleinere Tropfen (Guildenbecher et al., 2011, S. 145). In Abhéngigkeit der Weber- und Oh-
nesorgezahl konnen verschiedene charakteristische Zerfallsarten unterschieden werden. Dieses
Phanomen wurde von verschiedenen Arbeitsgruppen eingehend untersucht (Pilch et al., 1987;
Hsiang et al., 1995; Guildenbecher et al., 2011). Zur Modellierung des Sekundirzerfalls in
Euler-Lagrange-Simulationen wurden verschiedene Ansitze wie das Taylor-Analogy-Breakup-
(TAB) Modell, das Enhanced-TAB-Modell und das WAVE-Modell entwickelt (Chryssakis et
al.,, 2010, S. 215). Weitere Beitrige zur Modellierung des Sekundérzerfalls stammen von Bartz,
Schmehl u.a. (Bartz, 2020; Bartz et al., 2010; Schmehl, 2003; Schmehl et al., 2000). Prin-
zipiell konnen Tropfen in Sprays auch miteinander kollidieren und sich zu einem groferen
Tropfen verbinden (Koaleszenz) (Brenn, 2010, S. 157). Dieser Effekt tritt in Triebwerksbrenn-
kammern jedoch nicht auf. Durch die hohen Temperaturen in der Triebwerksbrennkammer
heizen sich die Kraftstofftropfen auf und verdunsten bis der Kraftstoff schlieBlich vollstiandig in
die Gasphase iibergegangen ist. Zur Modellierung der Aufheizung und Verdunstung in nume-
rischen Simulationen werden nach Tanner (2010, S. 264) vor allem zwei Modelle eingesetzt.
Bei ersterem (engl. uniform temperature or infinite liquid-conductivity models) ist die Tempe-
ratur im gesamten Tropfen gleich und édndert sich nur iiber die Zeit (Faeth, 1979). Zweiteres
(engl. conduction limit models) beriicksichtigt dagegen den raumlichen Temperaturgradienten im
Tropfen. Mehrkomponenten-Verdunstungsmodelle wie das Distillation-Curve-Modell (Burger
et al., 2003) oder die Continous-Thermodynamics-Modelle (Doué et al., 2006) beriicksichtigen
die Zusammensetzung realer Treibstoffe mit ihren verschieden langen Kohlenstoffverbindun-
gen. Mit dem Distillation-Curve-Modell wird das fraktionierte Sieden des Kraftstoffgemisches
durch seine mittlere molare Masse und analytischen Gleichungen sowie eine homogene Tem-
peraturverteilung beschrieben. Mit Continous-Thermodynamics-Modellen wird die Variation
einer charakteristischen Grofle im Kraftstoffgemisch, beispielsweise der molaren Masse, durch
parametrisierte Verteilungsfunktionen abgebildet. Die zeitliche Anderung der Parameter der
Verteilungsfunktion wird mittels Differentialgleichungen charakterisiert (Eckel et al., 2019).

Die Verbrennung des verdunsteten Kraftstoffs kann ebenfalls in mehrere Teilprozesse unter-
gliedert werden (Siehe Abschnitt 2.1.1). Die chemischen Reaktionen der einzelnen Spezies
miteinander werden durch sogenannte Elementarreaktionen beschrieben. Die Verbrennung von
Kohlenwasserstoffen umfasst mehrere tausend solcher Elementarreaktionen (Warnatz et al.,
2006, Seite 91). Fiir die Simulation turbulenter Flammen in industriellen Geometrien konnen
aufgrund des hohen Aufwands nur die wichtigsten Elementarreaktionen beriicksichtigt werden.
Auf Basis der Elementarreaktionen werden die Speziesquellterme in den Speziesbilanzgleichun-
gen berechnet. Die Speziesquellterme hdngen stark von Druck und Temperatur ab und werden
auch als Reaktionsrate bezeichnet (Warnatz et al., 2006, S. 73). Gicquel et al. (2012, S. 787)
stellen drei Ansétze zur Modellierung der Reaktionskinetik in Strémungssimulationen vor: Ers-
tens, die Nutzung von arithmetischen Gleichungen zur Berechnung der Reaktionsrate (Gesetz
von Arrhenius). Zweitens, die Identifikation der wichtigsten Spezies und Elementarreaktionen
mit dem Ziel den Mechanismus zu reduzieren. Drittens, Reaktionsraten vorausberechnen und in
Tabellen ablegen um die Simulation zu beschleunigen. Typische Vertreter des dritten Ansatzes
sind der Flamelet-Generated-Manifold (FGM) Ansatz von van Oijen und de Goey (Oijen et al.,
2000) und der Flamelet-Prolongation-of-Intrinsic-Low-dimensional-Manifold (ILDM) Ansatz
von Maas und Pope (Maas et al., 1992). Bei der Verbrennung spielt die Turbulenz in der Gas-
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stromung eine wesentliche Rolle, da sie die Mischung von Luft und Kraftstoffdampf verstarkt
und dadurch die Flammengeschwindigkeit deutlich erhoht (Lefebvre et al., 2012, S. 36). Ein
turbulentes Verbrennungsmodel approximiert diese Interaktion zwischen der turbulenten Stro-
mung und dem chemischen Reaktionsmechanismus (Gonzalez-Juez et al., 2017, S. 27). Welche
turbulenten Verbrennungsmodelle in Simulationen von Triebwerksbrennkammern verwendet
werden, kann Gicquel et al. (2012, S.787 f.) entnommen werden.

Um die Bildung von Stickoxiden, unverbrannten Kohlenwasserstoffen und Ru3partikeln zu simu-
lieren, sind weitere Reaktionsmechanismen notwendig. Die einzelnen Mechanismen und deren
Modellierung werden beispielsweise von Warnatz et al. (2006, Kap. 17 und 18) und auch von
Ashgriz (2011, 293 f.) diskutiert. Ein weiterer Aspekt ist die Ziindung des Luft-Kraftstoffdampf-
Gemisches. Interessierte seien auf Warnatz et al. (2006, S. 141 ff.) und Ashgriz (2011, S. 287
ff.) verwiesen. Die Wirmeiibertragung durch Strahlung kann in Triebwerksbrennkammern ver-
nachléssigt werden (Knudsen et al., 2015, S. 165).

Nach diesen Ausfiihrungen zu den verwendeten Modellen, werden im folgenden Ansitze dis-
kutiert, die hidufig verwendet werden, um den Aufwand einer Euler-Lagrange-Simulation zu
reduzieren. In der Regel werden dhnliche Tropfen zu einer Tropfengruppe (engl. parcel) zu-
sammengefasst (Srinivasan et al., 2011, S. 211). Jede Tropfengruppe représentiert eine Gruppe
Tropfen mit Eigenschaften, d.h. Tropfen derselben Grofe. Dabei werden zwei unterschiedliche
Ansitze verwendet. Entweder représentiert jede Tropfengruppe dieselbe Anzahl von Tropfen
(vgl. Srinivasan et al. (2011)) oder alle Tropfengruppen weisen dieselbe Masse auf. Der erste
Ansatz hat den Vorteil, dass alle TropfengroBBen gleich gut abgebildet werden. Dazu ist in der
Simulation die Vorgabe der Anzahlverteilung der TropfengroB3e notwendig. Dadurch werden
sowohl die Anzahl- als auch die Volumenverteilung des Sprays korrekt abgebildet. Ein Nachteil
dieses Ansatzes sind die Instabilitidten, die durch groBen Tropfen iiber die Quellterme in die
Transportgleichungen eingebracht werden. Dies wird beim zweiten Ansatz durch die Annahme
verhindert, dass die Masse aller Tropfengruppen gleich grof ist. Allerdings skaliert die An-
zahl der Tropfen, die eine Tropfengruppe reprisentiert, dann mit a’f. Dadurch reprisentieren
Tropfengruppen mit kleinem Durchmesser sehr viele Tropfen und Tropfengruppen mit gro3em
Durchmesser sehr wenige Tropfen. Aulerdem muss in der Simulation die Tropfengrofe an-
hand der Volumenverteilung vorgegeben werden, um sicherzustellen, dass die Anzahl- und die
Volumenverteilung im Rechengebiet mit der Vorgabe iibereinstimmen. Dabei ist zu beachten,
dass die Modelle fiir Sekundarzerfall, Dispersion, Verdunstung, Verbrennung, etc. in der Regel
die Tropfengruppen beriicksichtigen. Fiir den Impuls-, Warme- und Stofftransport zwischen
der Gasphase und der Fliissigkeit ist dagegen die gesamte Masse der Tropfengruppen relevant.
Je nach Stromungsloser wird die Anzahl der Tropfen, die eine Gruppe reprasentiert, unter-
schiedlich vorgegeben. Viele Autoren nutzen eine konstante Anzahl (Srinivasan et al., 2011;
Chaussonnet et al., 2016). Andere halten die Masse pro Tropfengruppe konstant (Eggels, 2017).
Eine weitere Moglichkeit, um den Aufwand zu reduzieren, ist die Einfiihrung eines kleins-
ten Durchmessers fiir Tropfen oder Tropfengruppen (Srinivasan et al., 2011, S. 212). Dabei
wird angenommen, dass Tropfengruppen, deren Durchmesser einen bestimmten Durchmesser
unterschreiten, instantan verdunsten. Nach diesem Einblick in die einzelnen Bestandteile von
Euler-Lagrange-Simulationen mit Verbrennung wird im folgenden Abschnitt diskutiert, wie die
Tropfenstartbedingungen den Verbrennungsvorgang beeinflussen.
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2.1.4 Einfluss der Tropfenstartbedingungen auf die Verbrennung

Neben der Luftfithrung, dem Druck, der Temperatur und anderen Parametern haben die Kraft-
stoffzerstdubung und das daraus resultierende Spray signifikanten Einfluss auf die Prozesse der
Schadstoffbildung (Lefebvre et al., 2012, S. 373, 381). Somit hédngt eine zuverldssige Vorhersa-
ge der Schadstoffemissionen stark von der prézisen Beschreibung der TropfengroBe und ihrer
Trajektorie durch die Brennkammer ab. Die Trajektorie wird wiederum von den Tropfenstart-
bedingungen und der Luftstromung beeinflusst. Diese Zusammenhinge wurden in folgenden
Arbeiten prizisiert:

Experimentelle Untersuchungen eines drallstabilisierten Verbrennungssystems von Steinebrun-
ner (1988) zeigen, dass der Verbrennungsprozess und die Schadstoffbildung neben den Betriebs-
bedingungen und der Luftfiihrung auch von der Brennstoffaufbereitung beeinflusst werden .
Neueste experimentelle und numerische Untersuchungen eines drallstabilisierten Verbrennungs-
systems zeigen, dass die RuBBproduktion durch magere oder fette Taschen gefiillt mit Verbren-
nungsgasen und deren Interaktion mit der inneren Rezirkulationszone beeinflusst wird (Stohr
et al., 2019).

Knudsen et al. (2015, S. 176) zeigen anhand von Euler-Lagrange-Simulationen der Sprayver-
brennung, dass eine Variation der Tropfenstartbedingungen, beispielsweise des Kegelwinkels,
die Mischung und damit die Gastemperatur und die Schadstoffkonzentrationen beeinflussen. Als
Hauptursache fiir die unterschiedlichen Mischungsgrade identifizieren sie die Verdunstungsrate
der Tropfen (Knudsen et al., 2015, S. 176). Daraus ziehen sie den Schluss, dass zur Vorhersage
von Schadstoffemissionen eine prizise Beschreibung des Kraftstoffsprays notwendig ist (Knud-
sen et al., 2015, S. 179).

Gicquel et al. (2012, S. 794) stellen fest, dass in drallstabilisierten Verbrennungssystemen der
Position der Kraftstoffeinspritzung eine grole Bedeutung zukommt. Sie bestimme nicht nur die
Mischung sondern konne durch die Interaktion mit der Verbrennung die Drallstromung selbst
beeinflussen.

Steinbach et al. (2018) berechnen mit Euler-Lagrange-Simulationen der Sprayverbrennung die
RufB3zahlen am Brennkammeraustritt fiir vier verschiedene Betriebspunkte. Bei den beiden Nied-
riglastpunkten ,,approach* und ,,taxi* wird die Ruflzahl im Vergleich zum Experiment deutlich
unterschitzt. Die Ursache hierfiir wird in den vorgegebenen Tropfengrofenverteilung vermutet.
Cha et al. (2005) kommen zu dem Schluss, dass die Stickoxid-, Kohlenmonoxid-, UHC- und
RuB-Emissionen stark von der Verteilung und Verbrennung des Kraftstoffs in der priméren Ver-
brennungszone abhidngen.

Alle Autoren betonen den groflen Einfluss der Tropfenstartbedingungen auf die verschiedenen
Aspekte der Verbrennung und der Schadstoffbildung und stellen fest, dass prizisere Tropfen-
startbedingungen die Vorhersage der Emissionen deutlich verbessern wiirde.

2.1.5 Tropfenstartbedingungen fiir Euler-Lagrange-Simulationen

Die Tropfenstartbedingungen umfassen den initialen Durchmesser des Kraftstofftropfens so-
wie seine initiale Position und Geschwindigkeit (s. Abschnitt 2.1.3). Sie sind die zur Losung
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der Tropfenbewegungsgleichung notwendigen Anfangsbedingungen und somit der Ausgangs-
punkt fiir das Verfolgen der Lagrangeschen Partikel durch das Rechengebiet. Wie im vorherigen
Abschnitt 2.1.4 dargelegt nehmen die Tropfenstartbedingungen groen Einfluss auf die Verbren-
nung. Im Folgenden werden die verwendeten Tropfenstartbedingungen in aktuellen Simulationen
der Sprayverbrennung erldutert. Dabei werden die Themen initiale Position, Geschwindigkeit,
Durchmesser, beriicksichtigte Zusammenhénge zwischen diesen GroBen sowie die Verwendung
von Sekundarzerfallsmodellen diskutiert. Kommerzielle Codes wie CONVERGE CFD, ANSYS
Fluent oder STAR-CCM+ werden dabei nicht beriicksichtigt ebenso keine Verdffentlichungen
vor 2006. Zusitzlich ist die initiale Temperatur der Tropfen bzw. des Kraftstoffs gerade fiir den
Phasentibergang von grof3er Bedeutung. Der aktuelle Stand zur Ermittlung der Kraftstofftempe-
ratur ist in Abschnitt A.2 dargestellt.

In Abbildung 2.2 sind verschiedene Moglichkeiten dargestellt, die Tropfenstartpositionen zu
wihlen. Ein Kriterium fiir die Wahl der Startposition ist das physikalische Prinzip des Zerstéu-
bers. Meist werden die Tropfen von diskreten Punkten auf einem Ring gestartet (A, B, D, E).
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Abbildung 2.2: Illustration der initialen Tropfenpositionen am Beispiel einer Drallzer-
stauberdiise nach Holz et al., 2019, Fig. 1

Dies gilt sowohl fiir luftgestiitzte Drallzerstduber (Apte et al., 2009a; Jones et al., 2014; Moin
et al., 2006; Steinbach et al., 2018; Keller et al., 2015; Soworka et al., 2014) und Dralldruckzer-
stauber (Eckel et al., 2018; Enderle et al., 2018b; Sanjosé et al., 2011). Fiir die Simulation von
reinen Druckzerstaubern wird hingegen meist ein einzelner Punkt (C) auf der Mittelachse des
Zerstaubers gewihlt (Giusti et al., 2016; Giusti et al., 2017). Der axiale Abstand dieser Punkte
zum Zerstduber wird dabei unterschiedlich definiert. Keller et al. (2015) wihlen eine Position
stromauf der Zerstduberkante (A) so, dass die Simulationen einen experimentell ermittelten
Spraywinkel treffen. Der Grund dafiir sind der bei diesem Zerstduber vorhandene Fliissigkeits-
film (Filmleger), aus dem Tropfen ausgelost werden (engl. surface-stripping). Dieser Effekt soll
so nachgebildet werden. Hiufig werden die Tropfen direkt am Zerstiduber (B,C) gestartet (Apte
et al., 2009a; Jones et al., 2014; Puggelli et al., 2018; Senoner et al., 2009; Chaussonnet et al.,
2016). Andere Autoren wihlen eine Position stromab der Zerstduberkante (D), die aus einer Kor-
relation fiir die Zerfallslinge bestimmt wird (Comer et al., 2016). Zuweilen werden die initialen
Positionen in radialer Richtung bei konstanter axialer Position variiert (Enderle et al., 2018b;
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Apte et al., 2009b). AuBerdem gibt es Ansitze, bei denen die axiale und radiale Position einer
Normal-Verteilung folgen (E) (Hoffmann et al., 2021; Biirkle et al., 2021). Hierbei werden die
Parameter der Normal-Verteilungen so gewihlt, dass das resultierende Spray experimentellen
Daten moglichst nahe kommt.

Die initiale Tropfengeschwindigkeit kann unter bestimmten Bedingungen zu null gesetzt werden
(Chaussonnet et al., 2016). Liegt der Fokus der Simulation weit genug stromab des Zerstdubers
(Zerstauberfernfeld), konnen auch so sinnvolle Ergebnisse erzielt werden. Durch den Impuls-
austausch zwischen dem Gas und der dispersen Phase werden die Tropfen nach einer gewissen
Lauflinge bzw. Zeit eine physikalisch sinnvolle Geschwindigkeit angenommen haben. Viele Au-
toren wihlen eine rein axiale initiale Tropfengeschwindigkeit auf Basis experimenteller Daten
(Jones et al., 2014; Enderle et al., 2018a; Andreini et al., 2016; El-Asrag et al., 2014). Andere
Autoren definieren zusitzlich eine radiale Geschwindigkeitskomponente, welche sich an einem
experimentell ermittelten Spraywinkel orientiert (Knudsen et al., 2015; Giusti et al., 2016; Giusti
et al., 2017; Soworka et al., 2014; Gallot-Lavallée et al., 2017). Senoner et al. (2009) definieren
dagegen eine axiale und tangentiale Tropfengeschwindigkeit auf Basis einer Korrelation. Apte
et al. (2009a) und Puggelli et al. (2018) berechnen die axiale Tropfengeschwindigkeit aus der
Geschwindigkeit des Fliissigkeitsfilms. Eckel et al. (2018) und Enderle et al. (2018b) nutzen statt
konstanter Werte Verteilungen fiir die axiale und radiale Geschwindigkeitskomponenten, welche
auf Basis experimenteller Daten gewihlt wurden. Hoffmann und Biirkle nutzen Normalvertei-
lungen zur Definition der axialen und radialen Geschwindigkeitskomponenten (Hoffmann et al.,
2021; Biirkle et al., 2021). Die Parameter der Normalverteilungen werden dabei so gewihlt,
dass das resultierende Spray dem Experiment moglichst nahe kommt. Apte et al. (2009b) nutzen
Verteilungen fiir die Geschwindigkeitskomponenten, die den Einfluss des Tropfendurchmessers
abbilden. Die Daten hierfiir stammen aus experimentellen Untersuchungen. Ein anderer Ansatz
besteht darin, die Tropfen fiir eine bestimmte Strecke der Luftstromung auszusetzen (engl. pre-
tracking) (Keller et al., 2015; Sanjosé et al., 2011). AnschlieBend werden die Tropfen mit ihrer
am Ende der Strecke erreichten Geschwindigkeit am Anfang der Strecke tatsdchlich gestartet.
Dadurch hiéngt die initiale Geschwindigkeit sowohl vom Durchmesser der Tropfen als auch von
der gewihlten Strecke ab.

Die Definition der initialen Tropfengro3e erfolgt nach zwei grundsitzlich verschiedenen Ansit-
zen. Entweder werden monodisperse Sprays mit groen Tropfen injiziert und es wird ein Se-
kundirzerfallsmodell verwendet oder es werden polydisperse Sprays injiziert. Fiir monodisperse
Sprays wird die Tropfengrofe beispielsweise so gewihlt, dass sie der Hohe der Zerstduberkante
entspricht (Apte et al., 2009a; Moin et al., 2006). Andere Autoren wihlen eine Tropfengréen, die
dem in PDA-Messungen ermittelten Sauterdurchmesser (SMD) entspricht (Jaegle et al., 2011;
Sanjosé et al., 2011). Polydisperse Sprays konnen durch mehrere diskrete Gruppen von Trop-
fengroBen generiert werden oder durch kontinuierliche Verteilungsfunktionen. Die verwendeten
TropfengroBenverteilungen folgen meist einer Rosin-Rammler-Verteilung, welche entweder aus
experimentellen Daten stammt (Jones et al., 2014) oder durch eine Korrelation definiert wird
(Steinbach et al., 2018; Soworka et al., 2014). Als kontinuierliche Verteilungen werden hiufig
die Rosin-Rammler-Verteilung oder die Log-Normal-Verteilung verwendet. Diese basieren in
der Regel auf PDA-Messungen, welche weit stromab der Zerstduberdiise durchgefiihrt wurden.
Hier sind der Primér- und Sekundirzerfall zu meist abgeschlossen. Da direkt am Zerstduber
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hiufig keine Daten zur Verfiigung stehen, werden die weit stromab gemessenen Verteilungen
fiir die Definition der Tropfengrofle am Zerstiduber genutzt (Moriai et al., 2013; El-Asrag et al.,
2014; Senoner et al., 2009; Knudsen et al., 2015; Andreini et al., 2016; Giusti et al., 2016; Giusti
et al., 2017; Keller et al., 2015). Einzelne Autoren verwenden dazu Tropfengrofenverteilungen,
die nahe am Zerstduber gemessen wurden (Apte et al., 2009b). Andere Autoren kalibrieren die
Verteilungen am Zerstauber so, dass sie den weiter stromab gemessenen experimentellen Daten
entsprechen (Gallot-Lavallée et al., 2017; Eckel et al., 2018; Enderle et al., 2018a; Enderle
et al., 2018b). Ein weiterer Ansatz besteht darin, die Verteilung durch einen SMD, welcher aus
einer Korrelation stammt, und eine konstante Verteilungsbreite festzulegen (Comer et al., 2016;
Jaegle et al., 2011; Puggelli et al., 2018). Dariiber hinaus werden Primirzerfallsmodelle genutzt,
die beide Parameter der Rosin-Rammler Verteilung aus Korrelationen bestimmen (Chaussonnet
et al., 2016; Hoffmann et al., 2021; Biirkle et al., 2021).

Zusammenhinge zwischen dem Durchmesser und der Axialgeschwindigkeit werden mit einer
multivariaten Verteilung beriicksichtigt (Apte et al., 2009b) und durch das Verfolgen der Tropfen
iiber eine gewisse Strecke und dem Starten der Tropfen mit der am Ende der Strecke erreichten
Geschwindigkeit (Keller et al., 2015; Sanjosé et al., 2011). Jones et al. (2014) verwenden eine
Durchmesserverteilung, die vom Einspritzwinkel abhédngt. Andere Autoren nutzen eine vom Ra-
dius abhingige Durchmesserverteilung (Enderle et al., 2018a; Enderle et al., 2018b; Apte et al.,
2009b). Die Verteilungen der axialen und radialen Geschwindigkeiten kann auch als Funktion
des Radius definiert werden (Enderle et al., 2018b). Andere definieren hingegen die tangentiale
Geschwindigkeit als Funktion des Spraywinkels (Senoner et al., 2009).

Fiir den Einsatz von Sekundirzerfallsmodellen gibt es unterschiedliche Strategien. Teilwei-
se werden unrealistisch groBe Einzeltropfen vorgegeben (engl. blob-type injetion), die durch
ein Sekundirzerfallsmodell zerfallen konnen (Apte et al., 2009a; Moin et al., 2006). In ande-
ren Fillen wurden keine Sekundirzerfallsmodelle verwendet, da die initialen Tropfengréfen
auf Messdaten direkt am Zerstiduber basieren (Apte et al., 2009b). Andere Autoren geben die
TropfengroBenverteilung auf Basis einer Korrelation an und kombinieren dies mit einem Sekun-
dirzerfallsmodell (Comer et al., 2016; Puggelli et al., 2018; Soworka et al., 2014). Alternativ
wird die TropfengroBenverteilung unter Verwendung eines Sekundirzerfallsmodells so ange-
passt, dass weiter stromab gemessenen Spraydaten getroffen werden (Enderle et al., 2018a). Oft
werden fiir die Vorgabe der initialen Tropfengro3e am Zerstauber Messdaten verwendet, die
weiter stromab gemessen wurden und in denen der Effekt des Sekundirzerfalls bereits enthalten
ist. In diesem Fall konnte auf eine Modellierung des Sekundérzerfalls verzichtet werden, da diese
kleinen Tropfen ohnehin nicht weiter zerfallen wiirden. Trotzdem untersuchen mehrere Autoren
den Einfluss der Sekundarzerfallsmodellierung in einem solchen Fall (El-Asrag et al., 2014;
Knudsen et al., 2015; Andreini et al., 2016). Ein weiterer Grund, keine Sekundérzerfallsmodelle
zu verwenden, kann der Fokus der Simulationsstudie auf andere Effekte sein.

Es kann festgehalten werden, dass beziiglich der Tropfenstartbedingungen fiir Euler-Lagrange
Simulationen auf allen Feldern (GroBe, Position, Geschwindigkeit und multivariate Abhingig-
keiten) groBer Verbesserungsbedarf besteht. Insbesondere da davon auszugehen ist, dass die
Tropfenstartbedingungen einen signifikanten Einfluss auf die berechneten Emissionen haben
(siehe Unterabschnitt 2.1.4).
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2.2 Luftgestiitzte Zerstaubung an Filmlegern

Zur Zerstaubung des fliissigen Kraftstoffes existieren eine Reihe verschiedener Zerstduber, die
sich in ihrer Bauart und in ihrer Wirkungsweise unterscheiden. Lefebvre et al. (2012, S. 237
ff.) beschreiben fiir den Einsatz in Gasturbinenbrennkammern folgende Zerstduber-Bauarten:
Druckzerstiuber, Rotationszerstduber, luftgestiitzte Zerstduber und innenmischende Zerstauber
(engl. effervescent atomizer). In der aktuellen Triebwerksgeneration werden vorwiegend luft-
gestiitzte Zerstauber eingesetzt (Benjamin et al., 2010, S. 503). In Druckzerstdubern wird der
Kraftstoff mit hohem Druck beaufschlagt, welcher in kinetische Energie gewandelt wird. Da-
durch wird eine hohe Relativgeschwindigkeit zwischen dem Kraftstoff und der umgebenden Luft
erzielt (Lefebvre et al., 2012, S. 237). In diese Kategorie fallen beispielsweise Druckdrallzerstidu-
ber (siche Abbildung 2.1) und die Strahleinspritzung quer zur Hauptstromungsrichtung (engl. jet
in crossflow). Bei luftgestiitzten Zerstdaubern kommen zwei unterschiedliche Wirkmechanismen
zum Einsatz. Gepperth (2018) sowie Meier (2011) und Sattelmayer (1985) unterscheiden den
Zerfall von Fliissigkeitsfilmen unter Eigenimpuls und den Zerfall von schubspannungsgetrie-
benen Fliissigkeitsfilmen. In Abbildung 2.3 sind beide Fille dargestellt. Die links dargestellte
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(a) Mit Eigenimpuls (b) Schubspannungsgetrieben

Abbildung 2.3: Einteilung des luftgestiitzten Filmzerfalls (Gepperth, 2018, Abb. 2.1)

Flachstrahldiise beschleunigt die Fliissigkeit vor dem Kontakt mit der umgebenden Luft. Da-
durch dominiert der Eigenimpuls des Kraftstoffs. Wird die Fliissigkeit hingegen auf eine Fldache
- den Filmleger - aufgebracht (rechts), so wird diese von der schnell iiberstromenden Luft be-
schleunigt. Der Impuls der Luft wird durch die Schubspannung teilweise auf den Fliissigkeits-
film tibertragen. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf luftgestiitzten Zerstiubern mit Filmleger. Im
folgenden Unterabschnitt werden die fiir einen luftgestiitzten Zerstduber mit Filmleger charakte-
ristischen Phidnomene erldutert. AnschlieBend werden in Unterabschnitt 2.2.2 die dazugehorigen
Einflussgrofen und Kennzahlen diskutiert.

2.2.1 Charakteristische Phanomene

In Abbildung 2.4 sind die charakteristischen Phanomene eines luftgestiitzten Zerstdubers mit
Filmleger abgebildet. Auf einem sogenannten Filmleger (grau) wird fliissiger Kraftstoff (schwarz)
aufgebracht. Eine schnelle Luftstromung (grau) schert den langsamen Kraftstofffilm, wodurch
sich Filmwellen bilden (Warncke et al., 2017). Diese Wellen transportieren den Kraftstoff zum
Ende des Filmlegers (Warncke et al., 2017). An der Hinterkante und im Nachlauf des Filmlegers
sammelt sich der Kraftstoff an (Chaussonnet et al., 2018c; Gepperth, 2018; Warncke et al.,
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Abbildung 2.4: Charakteristische Phinomene luftgestiitzter Zerstduber mit Filmleger

2017; Okabe et al., 2017). Die Luftstromung wirkt auf die Kraftstoffansammlung, sodass sich
Ligamente und Taschen bilden, die anschlieend in Tropfen zerfallen (Warncke et al., 2017;
Okabe et al., 2017).

Déjean et al. (2016) bezeichnen diese Art der Zerfalls als Ansammlungsregime. Ausgehend von
Experimenten an ebenen Filmlegern bei Umgebungsbedingungen klassifizieren sie drei verschie-
dene Zerfallsregime (Glatt, Wellen, Ansammlung) basierend auf dem Impulsstromverhiltnis von
Gas zu Fliissigkeit und dem Verhiltnis der Filmlegerldnge zur Grenzschichtdicke am Beginn
des Fliissigkeitsfilms. Fiir kleine Filmbeladungen - wie in Experimenten von Chaussonnet et al.
(2018c), Gepperth (2018) und Okabe et al. (2017) - zeigte die Hinterkantendicke einen gro3en
Einfluss auf den SMD, wihrend die Filmbeladung und die Filmlegerldnge keinen signifikanten
Einfluss auf den SMD zeigten. Fiir groBe Filmbeladungen (V /b, = 360 bis 1320 mm?/s) be-
einflussten Filmbeladung und Filmlegerldnge den SMD maf3geblich (Déjean et al., 2016). Leider
wurde die Hinterkantendicke (hzx=850 um) in diesen Experimenten nicht variiert, sodass ihr
Einfluss bei groen Filmbeladungen unklar ist.

2.2.2 EinflussgroBen und Kennzahlen

Der Zerstdubungsprozess und das daraus resultierende Spray werden durch die Geometrie des
Zerstdubers sowie von den Eigenschaften des Kraftstoffes und der Luft beeinflusst. Exempla-
risch ist in Abbildung 2.5 die von Gepperth untersuchte Zerstiubergeometrie dargestellt. In
der Schnittdarstellung (Abb. 2.5a) stromt die Luft von links nach rechts iiber und unter dem
Tragfliigelprofil des Filmlegers. Die Sehenldnge Lr; bezeichnet die Lauflange der Luft von der
Spitze bis zur Hinterkante des Filmlegers. Die Hohe der Hinterkante wird mit szg bezeichnet.
Der Kraftstoff wird nach einer Lauflinge L,;, durch eine Bohrungsreihe auf den Filmleger auf-
gebracht. Die benetzte Lange auf dem Filmleger wird mit L., bezeichnet. In der Draufsicht
(Abb. 2.5b) stromt die Luft von oben nach unten iiber den Filmleger. Die benetzte Breite des
Filmlegers wird mit b, bezeichnet.

Die Luftstromung kann durch die Dichte p; und die Viskositit ug sowie ihre Geschwindigkeit
ug charakterisiert werden. Diese Groen hiangen wiederum vom Druck und der Temperatur der
Luft ab. Die relevanten Eigenschaften des Kraftstoffes sind die Oberflichenspannung o, die
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Abbildung 2.5: Filmlegergeometrie aus Gepperth (2018, Abb. 3.3, 3.4), Mafe in mm.

Dichte pr und die Viskositit pr . Alle drei Groen hidngen von der Temperatur des Kraftstofts
ab (Rachner, 1998). Die Kraftstoffmenge wird durch die Filmbeladung V/b i1, charakterisiert,
wobei b, die Breite der benetzten Flidche des Filmlegers ist. Die Hohe und Geschwindigkeit
des Films hg;;;, und u g, charakterisieren die Filmstromung auf dem Filmleger. Da diese beiden
GroBen zeit- bzw. ortsabhingig sind, werden in der Regel gemittelte Groen verwendet.

Die verschiedenen Einflussgroen konnen zu dimensionslosen Kennzahlen zusammengefasst
werden. Chaussonnet et al. (2016) nutzen fiir eine SMD-Korrelation die Weberzahl auf Basis

der Hinterkantendicke hzk:
—\2
-(r,-u -h A/
_ PG (rp-ug)” - hzg PF @1

We = mit r, = —————
hzx o P \PF + PG
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In dieser Arbeit wird r, = 1 verwendet werden. Diese Vorgehensweise wird auch von anderen
Autoren gewihlt (Chaussonnet et al., 2018c; Holz et al., 2019). Déjean et al. (2016, Fig. 7)
charakterisieren die verschiedenen Filmregime der luftgestiitzten Zerstaubung mit Filmleger
anhand des Verhiltnisses der Impulsstrome von Gas und Fliissigkeit:

—

PG " UG
—2

PF *UF

M = (2.2)

sowie anhand des Verhéltnisses der benetzten Filmlegerldnge und der Grenzschichtdicke vor der

benetzten Fliche:
Lbenetzt

L=———7"—

5()6 = Lein)

Gepperth (2018, S. 139) identifizierte fiir den von ihm untersuchten Filmleger nach dem
Buckingham-II-Theorem (Buckingham, 1914) folgende Kennzahlen:

(2.3)

Reynoldszahl:
TR
Re;,, =26 10 0ZK (2.4)
HG
Weberzahl:
PG - UG* - 67k
Wes, . = T (2.5)
Ohnesorgezahl:
Ohs,, = —tE (2.6)
VO - pF - 0zk
dimensionslose Filmbeladung:
Vr/b
Vb = — 2.7
07K % ] 62]{ ( )
Dichteverhéltnis:
p="~ (2.8)
PG
dimensionslose Hinterkantendicke:
h
H = —2K (2.9)
O0zKk

Als LiangenmalB wird von Gepperth (2018) die turbulente Grenzschichtdicke der Luftstromung
am Ende des Filmlegers 6zx = 6(x = Lpy) verwendet. Diese wird durch das 1/7-Potenzgesetz
(White et al., 2006) definiert:

(2.10)

_ -1/7
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Damit existieren neun verschiedene, teilweise dhnliche Kennzahlen zur Charakterisierung der
luftgestiitzen Zerstaubung mit Filmleger. Im folgenden Abschnitt 2.3 werden nun Korrelatio-
nen vorgestellt, die die Eigenschaften eines Sprays und die Kennzahlen bzw. Einflussgro3en
miteinander verkniipfen.

2.3 Aus Experimenten abgeleitete Korrelationen von Sprayeigenschaften
und Betriebsbedingungen

Die Verbindung von Sprayeigenschaften und den Betriebsbedingungen eines Zerstdubers mit
mathematischen Funktionen ermoglicht die kompakte Speicherung und einfache Anwendung
von experimentell oder numerisch erarbeitetem Wissen. Dadurch kann das Verhalten eines
Zerstaubers bei unterschiedlichen Betriebsbedingungen charakterisiert werden, wodurch sich
Tropfenstartbedingungen fiir numerische Simulationen ableiten lassen. Kuo et al. (2012, S. 584)
weisen auf drei dabei auftretende Schwierigkeiten hin: Erstens erfolge die Charakterisierung des
Sprays in der Regel unter kalten Bedingungen. Dazu zidhlen Experimente bei Umgebungsdruck
und -temperatur, welche denkbar weit von den realen Driicken und Temperaturen in Triebwerks-
brennkammern entfernt sind. Zweitens sei die vollstindige Verteilung der Tropfengrofle und
Tropfengeschwindigkeiten in Abhéngigkeit der Position in diinnen Sprays nur selten verfiigbar.
Drittens sei die Messung von Zweiphasenstromungen nahe des Zerstidubers extrem schwierig
und herausfordernd. Aufgrund dieser Herausforderungen wiirden hiufig gemittelte Sprayeigen-
schaften an einer Position stromab des Zerstdubers genutzt.

Neben den diskutierten Einflussgrof3en und Kennzahlen (Abschnitt 2.2.2) sind die zur Beschrei-
bung von Sprays verwendeten statistischen Methoden (Abschnitt 3.3) von zentraler Bedeutung.
Anwendung im Bereich der Zerstdaubung finden vor allem charakteristische Mittelwerte und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Im Folgenden werden ausgewihlte Korrelationen zu luftge-
stiitzten Zerstdubern mit Filmleger vorgestellt. Diese werden durch Korrelationen anderer Zer-
stauberbauarten erginzt, wenn diese eine aus statistischer Sicht relevante Neuerung enthalten.
Zuerst werden Korrelationen fiir die charakteristischen Mittelwerte diskutiert (Unterabschnitt
2.3.1), gefolgt von Erlduterungen zu den verfiigbaren Ansitzen zu univariaten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen (Unterabschnitt 2.3.2) und multivariaten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
(Unterabschnitt 2.3.3).

2.3.1 Charakteristische Mittelwerte

In der Literatur finden sich eine Vielzahl von Korrelationen fiir den SMD und zwei Korre-
lationen fiir die volumengemittelte Axialgeschwindigkeit der Tropfen. Eine der ersten SMD-
Korrelationen fiir luftgestiitzte Zerstiuber mit Filmleger stammt von Rizkalla et al. (1975,
S. 320). Sie untersuchten mit einem Beugungsspektrometer ca. 85 Betriebspunkte (ug =
70—125m/s,pg = 1-8,5 bar) einer achsensymmetrischen Diise und generierten daraus folgende
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Korrelation:
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Die darin enthaltenen Einflussgro3en beschreiben die Filmstromung und die zerstiubte Fliissig-
keit sowie die Gasstromung. Viele Autoren nutzen fiir ihre SMD-Korrelation einen Potenzansatz:

. €4 ._65 . [ . e7 . eg . €9 .—61()
biim  Wpiim * TrG " PF Mg PG " Ug (2.12)
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Dieser enthilt Einflussgroen die die Zerstdubergeometrie, die Filmstromung, die zerstdubte
Fliissigkeit und die Gasstromung beschreiben. In Tabelle 2.1 sind fiir neun SMD-Korrelationen
die Exponenten e; der Einflussgroen aufgefiihrt sowie deren Mittelwerte u(e;) und Standardab-

weichungen o (e;) liber alle Korrelationen. Die Auflistung erfolgt chronologisch. Die Korrelation

Tabelle 2.1: SMD-Korrelationen fiir luftgestiitzte Zerstauber mit Filmleger

Lrr, | hzk | hrim | briom | Uriim OFG PF HG PG uG Basis
e e e3 ey4 es eg e7 eg e9 el Exponent
0,23 - 0,15 0,15 0,15 0,50 - 0,24 | -0,44 -1,01 Aigner (1986)
- - - - - 0,75 - - - -1,57 Sattelmayer (1985)
- - - - - 0,50 - - -0,30 -1,00 Brandt (1999)
- - 0,30 - 0,30 0,50 0,30 - -0,26 -1,00 Bhayaraju (2007)
0,07 - 0,67 - - 0,33 - -0,07 | -0,26 -0,60 Batarseh (2008)
- - - - - (-)-0,56 - - - (-)1,05 | Meier (2011)
0,03 0,46 - - - 0,36 -0,01 | 0,13 | -0,50 -0,87 Gepperth et al. (2013)
— 0,50 - - - 0,50 - - -0,50 -1,00 Chaussonnet et al. (2016)
0,14 0,32 - - - 0,37 -0,09 | 0,15 | -0,43 -0,89 Gepperth (2018)
- - - - - - - - -0,29 - Chaussonnet et al. (2020)
0,12 0,43 0,37 0,15 0,23 0,49 0,07 0,11 -0,37 -1,00 u(ei)
0,08 0,08 0,22 0,00 0,08 0,12 0,19 0,11 0,10 0,25 o(e;)

von Aigner (1986, Gl. 7.16) basiert auf einer Dimensionsanalyse des Zerfallsprozesses und besta-
tigt seine Messungen mit einem Laserbeugungsspektrometer an einem annularen luftgestiitzten
Zerstauber mit Filmleger bei Driicken bis 4 bar (Aigner, 1986, Tab. 6.1). Willmann (1999, Abb.
5.11) konnte durch PDA-Messungen an einem anderen annularen luftgestiitzten Zerstduber mit
Filmleger zeigen, dass diese Korrelation bis 8 bar gilt. Sattelmayer (1985, S. 143) vermall mit
einem Laserbeugungsspektrometer das Spray eines ebenen Filmlegers bei Umgebungsbedin-
gungen. Brandt (1999, Gl. 2.27) konnte auf Basis von PDA-Messungen an einem eben Filmleger
eine Korrelation erstellen, in die Messungen bei Umgebungsdriicken von bis zu 15 bar und Luft-
geschwindigkeiten von bis zu 120 m/s eingingen. Die Korrelation von Bhayaraju (2007, GI. 4-6)
basiert auf PDA-Messungen an einem ebenen Filmleger bei Umgebungsdriicken bis zu 6 bar.
Batarseh (2008, S. 87) fiihrte fiir seine Korrelation PDA-Messungen an einem annularen luftge-
stiitzten Zerstauber mit Filmleger bei Umgebungsdriicken bis 10 bar durch. Meier (2011, Tab.
4.3, Tab. 4.5) erfasste mit PDA-Messungen das Spray eines ebenen Filmlegers bei Umgebungs-
bedingungen. Fiir die Korrelationsbildung gruppierte Meier die Betriebspunkte unterschiedlich,
sodass fiir eine Einflussgroe mehrere Exponenten generiert wurden. Die in Tab. 2.1 darge-
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stellten Exponenten sind die Mittelwerte aller gebildeten Korrelationen. Zusitzlich wurden die
Vorzeichen des Exponenten invertiert, da die Werte der Exponenten sonst unphysikalisch wa-
ren. Gepperth et al. (2013, GI. 5) wertete Schattenbildaufnahmen von 300 Betriebspunkten
eines ebenen Filmlegers bei Umgebungsbedingungen mit einem Tropfendetektionsalgorithmus
aus. Chaussonnet et al. (2016, Gl. 11) entwickelte auf Basis von 20 Betriebspunkten aus den
Messungen von Gepperth et al. (2013) das Priméarzerfallsmodell PAMELA, welches auf der
Proportionalitidt des SMD zur Weberzahl Wes, . basiert. Diese Proportionalitit konnten durch
Messungen von Déjean et al. (2016) bestitigt werden. Gepperth (2018, S. 141) erweiterte seinen
Datensatz um Messungen an einem ebenen Filmleger bei Umgebungsdriicken von bis zu 8 bar.
Chaussonnet et al. (2020, Tab. 8) untersuchte die Hochdruckmessungen von Gepperth (2018)
hinsichtlich des Einflusses der Luftdichte auf den SMD. Eine vollstindige Ubersicht zu den
abgedeckten Messbereichen der jeweiligen Korrelationen kann Tab. A.1 entnommen werden.
Die in Tab. 2.1 aufgefiihrten Werte der Exponenten einer Basis streuen iiber die verschiede-
nen Korrelationen. Diese Streuung ist zu erwarten, da die zugrunde liegenden Ergebnisse auf
ebenen und annularen Filmlegern mit verschiedenen Messmethoden und bei unterschiedlichen
Betriebsbedingungen ermittelt wurden (Siehe Tab. A.1). Insgesamt weisen fast alle Einflussgro-
Ben eine dhnliche Tendenz auf, d.h. dasselbe Vorzeichen auf. Nur fiir einzelne Einflussgro3en
(pr und ug) ergeben sich widerspriichliche Vorzeichen. Dieser Effekt konnte auf der Tatsache
basieren, dass einzelne Einflussgrofen teilweise nicht variiert wurden, sondern nur zur Bildung
der Kennzahlen in die Korrelation aufgenommen wurden (Siehe Tab. A.1). Die Verwendung von
Kennzahlen wie der Weberzahl We (Gl. 2.5) beinhaltet anders als Gl. 2.12 implizite Annahmen,
wie die Exponenten der Basen zueinander gewichtet sind. Teilweise wurden auch Einfluss-
groBen, die in den experimentellen Ergebnissen keinen signifikanten Einfluss zeigten, bei der
Korrelationsbildung erst gar nicht beriicksichtigt. Statt e; = 0 ist in der Tabelle dann ein Strich
eingetragen.

Je groBer der Betrag eines Exponenten ist, desto grofer ist der Einfluss seiner Basis auf die
ZielgroBe, in diesem Fall auf den SMD. Bei negativen Exponenten (eg und eg) verringert sich
der SMD mit zunehmender Gasgeschwindigkeit u; bzw. zunehmender Luftdichte p;. Acht Ein-
flussgroflen zeigen einen positiven Einfluss auf den SMD, d.h. mit zunehmender Einflussgrofie
steigt der SMD. Den stérksten positiven Einfluss zeigt der Exponent der Oberflichenspannung
org gefolgt von der Hohe der Zerstduberkante hzx und der mittleren Filmhohe Ay, Weniger
Einfluss auf den SMD haben die mittlere Filmgeschwindigkeit u r;;,, die Lange des Filmlegers
Lr, die Gasviskositit ug und die Fliissigkeitsdichte pr. Die Breite des Films b, wurde nicht
variiert, sondern lediglich zur Entdimensionierung verwendet. Die fiinf wichtigsten Einfluss-
groBen auf den SMD sind demnach die Gasgeschwindigkeit u g, die Oberflachenspannung org,
die Hohe des Zerstduberkante iz, die Dichte der Luft p und die mittlere Filmhohe Ag;y,,. In
der Literatur finden sich zwei Korrelationen fiir die volumengemittelte Tropfengeschwindigkeit
ur,vor- Diese basieren ebenfalls auf einem Potenzansatz:

—83 — —
uryor & Ly~ hie + Mg - by, Wiy, 05 Py 1 - PG - 0" (2.13)
Beide Korrelationen stammen von Gepperth und unterscheiden sich lediglich darin, dass die

altere Korrelation (Gepperth et al., 2013, GIl. 6) nur Messungen bei Umgebungsbedingungen
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beriicksichtigt, wihrend die jiingere Korrelation (Gepperth, 2018, GI. 8.15) zusitzlich die Hoch-
druckmessungen umfasst. Die Werte der einzelnen Exponenten g; sowie ihre Mittelwerte w(g;)
und Standardabweichungen o (g;) konnen Tabelle 2.2 entnommen werden. Die Werte der Expo-

Tabelle 2.2: Korrelationen von ur y,; fiir luftgestiitzte Zerstauber mit Filmleger

Lrr | hzk | hrim | brim | GFim o PF UG JJe; UG Basis

81 82 83 84 8s 86 87 88 89 g0 Exponent
0,11 | -0,80 - - - -1,18 | 0,52 | 1,85 | -1,19 | 1,51 | Gepperth et al. (2013)
0,10 | -0,48 - - - -0,82 | -0,51 | 1,19 | 0,14 | 1,49 Gepperth (2018)
0,11 | -0,64 - - - -1,00 | 0,01 1,52 | -0,53 | 1,50 u(gi)
0,01 | 0,16 - - - 0,18 0,52 | 0,33 | 0,67 | 0,00 o(gi)

nenten g; gewichten den Einfluss der einzelnen Basen bzw. Einflussgroen auf ur y,;. In beiden
Korrelationen kann fiir die fiinf Einflussgroen Lg;, hzk, oFG, UG, U das gleiche Vorzeichen
fiir g; festgestellt werden. Die beiden Einflussgroflen pr und pg zeigen hingegen unterschied-
liche Vorzeichen. In beiden Korrelationen wurden unterschiedliche Fliissigkeiten bzw. Dichten
pr beriicksichtigt. In Korrelation (Gepperth, 2018) wurde die Gasdichte pg variiert, allerdings
nur unter Beriicksichtigung einer Fliissigkeitsdichte pr. Somit scheint eine Verdnderung der
Datenbasis von 300 auf 350 Betriebspunkte eine grundlegende Veridnderung der Exponenten
bewirken zu konnen (Siehe Tab. A.1). Fiir die folgende Diskussion wird fiir den Exponenten der
Fliissigkeitsdichte g7 = 0, 52, den Exponenten der Viskositit der Gasphase gg = 1, 19 und den
Exponenten der Gasdichte gg = 0, 14 beriicksichtigt. Hintergrund ist, dass diese drei GroBen
in einem der beiden Datensitze, die den beiden Korrelationen zugrunde liegen, nicht variiert
wurden und teilweise nicht plausibel erscheinen. Fiir alle anderen Einflussgrolen werden die
Mittelwerte o (g;) diskutiert. Die untersuchten Intervalle der Einflussgroen und damit die Giil-
tigkeitsbereiche der diskutieren Korrelationen sind in Tabelle A.1 aufgefiihrt. Fiir eine Reduktion
der volumengemittelten Tropfengeschwindigkeit sorgt eine Erhohung der Oberflichenspannung
orc oder der Hohe der Zerstauberkante hzx. Dagegen lisst sich die ur y,; mit einer Erhohung
der mittleren Gasgeschwindigkeit i, der Viskositit ug oder der Fliissigkeitsdichte pr steigern.
Die Linge der Filmlegers Ly und die Gasdichte pg zeigen dagegen einen kleinen Einfluss auf
Uryvol-

Somit existieren neun Korrelationen und Modelle zur Vorhersage des SMD und zwei Korrela-
tionen zur Vorhersage der volumengemittelten Axialgeschwindigkeit des Tropfens. Die Trop-
feneigenschaften innerhalb eines Sprays unterliegen statistischen Schwankungen, die durch Mit-
telwerte nicht erfasst werden konnen. Deshalb wird nach diesem Einblick in die Bedeutung
der einzelnen Einflussgroen auf den SMD und die mittlere Axialgeschwindigkeit im néchsten
Unterabschnitt die Beschreibung von Tropfeneigenschaften mit univariaten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen diskutiert.

2.3.2 Univariate Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Charakteristische Mittelwerte konnen die Streuung der Tropfeneigenschaften in Sprays nur
ungeniigend wiedergeben. Deshalb wird der Tropfendurchmesser hdufig durch univariate Wahr-
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scheinlichkeitsverteilungen charakterisiert. Babinsky et al. (2002) unterscheiden dazu empi-
rische und analytische Vorgehensweisen. Im Rahmen eines empirischen Vorgehens werden
beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen optimal an Datensitze angepasst. Bei einer analy-
tischen Vorgehensweise - z.B. der Maximum-Entropie-Methode - werden die Funktionen der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus den Transportgleichungen abgeleitet und deren Parameter
durch numerisches Losen eines Gleichungssystems bestimmt. Bei beiden Vorgehensweisen wer-
den parametrische Verteilungen verwendet, sodass zwei oder mehr Parameter die Form, Lage
und Skalierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung definieren. Um Verteilungen fiir verschiedene
Betriebspunkte vorhersagen zu konnen, werden Modelle und Korrelationen zur Vorhersage der
Parameter der Verteilungsfunktionen - im folgenden Modellparameter genannt - entwickelt. Je
nach Komplexitit der Gleichung oder des Gleichungssystems und der dahinterstehenden An-
nahmen werden diese als Korrelation oder Modell bezeichnet.

Zur Vorhersage der Tropfengroenverteilung von luftgestiitzten Zerstdubern mit Filmleger exis-
tieren drei Modelle (Inamura et al., 2012; Eckel et al., 2013; Chaussonnet et al., 2016). Jedes
Modell basiert auf bestimmten Vorstellungen der Zerstaubung und beschreibt die Tropfengro-
e mit verschiedenen Verteilungsfunktionen. Die Parameter der Verteilungsfunktionen werden
durch analytische Zusammenhinge mit den Betriebsparametern verkniipft. Neben den Vertei-
lungsfunktionen kann mit diesen Modellen auch ein SMD berechnet werden (Chaussonnet et al.,
2017b).

Inamura et al. (2012, GI. 9) beschreiben die Anzahldichte des Durchmessers mit einer Gamma-
Funktion:

n" dT n-l dr/d
dr,n,dyg) = —— - [— . e Mir/da 2.14
foldr,n,dg) X0 (dd) e (2.14)

Der Parameter n = 4 wird dabei als konstant angenommen. Der mittlere Durchmesser d; wird
mittels mehrerer analytischer Gleichungen, die die Modellannahmen widerspiegeln, berechnet.
In die Berechnung von d; flieBen ein: die Viskositidt ur, und die Dichte pr der Fliissigkeit,
die Oberflichenspannung o, die mittlere Hohe und Geschwindigkeit des Films Epl'lm und U gy
sowie die Viskositdt ug, und die Dichte pg der Luft und ihre mittlere Geschwindigkeit ug.

Das Primerzerfallsmodell von Eckel et al. (2013) beschreibt die Tropfengroflen mit zwei Volu-
mendichten, von denen eine den Zerfall von Taschen und die anderen den Zerfall von Ligamenten
abbildet (Chaussonnet et al., 2017b, Gl. 3 ). Beide basieren auf einer Wurzel-Normal-Verteilung:

2
s
f3(dT9A’m9q):_'e v
Vdr
Chaussonnet et al. (2017b, S. 4) berechnen den Parameter ¢ mit ¢ = 0,0125 - m fiir den
Taschenzerfall und mit ¢ = 0,0578 - m fiir den Ligamentzerfall. Fiir den Zerfall von Taschen
folgt der Parameter m folgender Korrelation (Chaussonnet et al., 2017b, Gl. 4a-d):

(2.15)

025 [T 05 —0,5 05 025 075 —-075
moc Lpp™ - (hpim)™ - Upy,, - Pp Mg ~Pg g (2.16)

Der Parameter m des Ligamentzerfalls basiert auf einer Gleichung, die diverse Kenngrof3en der
Gasstromung und der Fliissigkeit beriicksichtigen (Chaussonnet et al., 2017b, S. 4).
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Chaussonnet et al. (2016) beschreiben die Anzahldichte der Tropfengrofe mit einer Funktion
angelehnt an die Rosin-Rammler Verteilung (Chaussonnet et al., 2017b, Gl. 7 ):

e
foldr,m,q)=q-m™-di™" e \7 (2.17)
Der Formparameter g (Chaussonnet et al., 2017b, Gl. 8c) ergibt sich aus:

hzk
5,99 m

OzK

2
qg=682-We:%+ ( ) +0,0177 (2.18)

Der Skalierungsparameter m (Chaussonnet et al., 2017b, GI. 8a, 8b) hingt sowohl von den
Betriebsparametern als auch vom Formparameter g ab:

05, 05
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. (2.19)
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Gepperth (2018, GI. 2.12) charakterisiert die Volumenverteilung der Tropfengrofe mit der
Rosin-Rammler Verteilung :

F3(dr,m,q) = 1 — e~ (dr/m? (2.20)

Der Skalierungsparameter m und der Formparameter ¢ werden durch das Anpassen der Vertei-
lungsfunktion an die empirische Volumenverteilung des experimentell erfassten Sprays ermit-
telt. Fiir den Zusammenhang zwischen den Modellparametern und den Betriebsparametern gibt
Gepperth (2018, GI. 8.13 u. 8.14) die folgenden Korrelationen an:

o L(I)}}; . hOZ,13(0 o023 ‘ﬂ%ﬂ .p50750 : 550’73 (2.21)
hZ[( 0,12

=30-We;! +|=ZX]  +0,96 2.22

. e ( m) (2.22)

Somit stehen vier empirische Korrelationen zur Vorhersage der Tropfengrof3enverteilung von
luftgestiitzten Zerstaubern mit Filmleger zur Verfiigung. Die Giiltigkeitsbereiche und die Anzahl
der beriicksichtigten Betriebspunkte kann Tabelle A.1 entnommen werden. Empirisch ermittelte
Verteilungen fiir Geschwindigkeiten existieren in der Literatur nicht. Allerdings gibt es einige
analytisch mittels der Maximum-Entropie-Methode hergeleitete Verteilungen, welche im fol-
genden Abschnitt niher erldutert werden.

2.3.3 Multivariate Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Neben der diskutierten Tropfengrofe spielen weitere Eigenschaften der Tropfen wie die Ge-
schwindigkeit und Position eine grof3e Rolle. Die Abhéingigkeiten zwischen diesen Eigenschaften
der Tropfen konnen mit univariaten Verteilungen nicht beschrieben werden. Dazu sind multiva-
riate Wahrscheinlichkeitsverteilungen notwendig. Die Abhéngigkeiten zwischen verschiedenen
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Tropfeneigenschaften werden in der Literatur nur fiir den Durchmesser und die Axialgeschwin-
digkeit diskutiert (Kneer et al., 1990; Batarseh et al., 2010; Meier, 2011; Kolakaluri et al.,
2014; Warncke et al., 2017). Eine empirische Modellierung der Abhéngigkeit dieser beiden
Tropfeneigenschaften erfolgt nur vereinzelt. So nutzen Bhatia et al. (1990, Gl. 6, Gl. 16) eine
zweidimensionale hyperbolische Verteilung zur Beschreibung der gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsdichte von Tropfengrofe und Geschwindigkeit.

d d 1/2 g
fo(d—T M—T|90) s .e“r”Z(‘P%"“M(d_(T)_‘;DS)z_z‘PG(d_Z;_‘PS)(%_907)""!’8(%_907)2) +o (G5 —es)+e10(5E—e7)
d() ’ up

(2.23)
Zur Normierung der Daten werden ein Referenzdurchmesser d und eine Referenzgeschwindig-
keit up verwendet. Durch Nebenbedingungen werden die zehn Parameter ¢; der Verteilung auf
acht Parameter reduziert, welche durch einen Schitzer der maximalen Plausibilitit (engl. MLE)
optimal an die experimentell ermittelten Spraydaten angepasst werden.
Die Nutzung von analytischen Ansitzen wie der Maximum-Entropie-Methode (MEM) ermog-
licht die Herleitung der multivariaten Verteilung von Durchmesser und Geschwindigkeit sowie
der dazugehorigen univariaten Verteilungen, auch Randverteilungen genannt. Sellens (1985)
und Sellens et al. (1986) zeigen mit der MEM fiir den Zerfall einer Lamelle (Filmzerfall unter
Eigenimpuls), dass die initiale Tropfengeschwindigkeit einer GauB-Verteilung und die Tropfen-
grofe quasi einer Rosin-Rammler Verteilung folgt. Die mittlere initiale Geschwindigkeit der
Tropfen entspricht dabei der Lamellengeschwindigkeit, und die Standardabweichung der Ge-
schwindigkeitsverteilung ist umgekehrt proportional zur TropfengroBe.
Nath et al. (2011) und Tharakan et al. (2013) kommen ebenfalls fiir den Filmzerfall unter
Eigenimpuls zu einem dhnlichen Ergebnis. In dem von ihnen postulierten Modell hingen die
Verteilungen von den Parametern am Diisenaustritt ab: der Weberzahl der Fliissigkeit, des
Dichte- und Geschwindigkeitsverhiltnisses von Luft zu Fliissigkeit, der Dicke der Lamelle und
der Viskositdten beider Fluide.
Ayres et al. (2001, GI. 12) nutzen die MEM, um die multivariate Verteilung von Tropfendurch-
messer und -geschwindigkeit eines luftgestiitzten Zerstdubers herzuleiten:

dr \° 1 R AR AN AN
fo(dr,ur, D3, ur) = 8,99 - Z—T . ( ! ) . —-e 136 (D32) 1,10 (”T) (Dsz) (2.24)
ur \D3 D3 - ur

Diese hidngt nur von der mittleren Tropfengeschwindigkeit # und dem SMD D3, ab. Dariiber
hinaus zeigen sie, dass die Geschwindigkeitsverteilung nur von der mittleren Geschwindigkeit
und die Durchmesserverteilung nur vom SMD abhéngt (Ayres et al., 2001, Gl. 13 u. 14):

2 _2
folur,ur) =1,62 - Z—g (1 +0,81 - (;—;) ) (2.25)
Ur

d2
foldr, D3) = 4,08 - D—§ ‘e (2.26)

32
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Die aus diesen Annahmen resultierende Durchmesserverteilung ist einer Gau3-Verteilung sehr
dhnlich und die Geschwindigkeitsverteilung dhnelt dem Verlauf einer Rosin-Rammler Vertei-
lung. Diese Zuordnung der Funktionen ist unerwartet, da die zuvor diskutierten Arbeiten zum
Filmzerfall unter Eigenimpuls die Verteilungsfunktionen genau umgekehrt zuordnen. Des wei-
teren verfiigen beide Verteilungen iiber jeweils nur einen Parameter. Ublicherweise werden
Verteilungsfunktionen mit zwei oder mehr Parametern verwendet (Babinsky et al., 2002).
Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass sich zur Beschreibung der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsdichte von Tropfengro3e und Axialgeschwindigkeit eine empirisch und eine
analytisch ermittelte Verteilungsfunktion in der Literatur finden lassen. Verteilungsfunktionen
fiir andere Eigenschaftspaare werden nicht diskutiert. Da im Rahmen dieser Arbeit die Ab-
hingigkeiten zwischen den Tropfeneigenschaften Durchmesser, Position und Geschwindigkeit
untersucht werden sollen, sind numerische Simulationen notwendig, um diese Tropfendaten zu
erheben. Deshalb folgt im néchsten Abschnitt ein Einblick in die Arbeiten, die die luftgestiitzte
Zerstaubung mit Filmleger numerisch simulieren und die dazu verwendeten Methoden.

2.4 Numerische Simulation von Zerstaubungsprozessen

Die numerische Simulation der verschiedenen Zerstaubungsprozesse (vgl. Abschnitt 2.2) bringt
einige Herausforderungen mit sich. Dies sind u.a. die Erfassung der Phasengrenze zwischen
Luft und Fliissigkeit, die weitreichenden Skalen in Raum und Zeit sowie die groen Dichte-,
Viskositits-, und Geschwindigkeitsunterschiede (Ashgriz, 2010, S. 339). Bei luftgestiitzten Zer-
staubungsprozessen (Abschnitt 2.2) ist auBerdem die Wirkung der Oberflachenspannung an der
Grenzflache zwischen Luft und Fliissigkeit zu berticksichtigen. In Unterabschnitt 2.4.1 wer-
den verschiedene numerische Methoden diskutiert und in Unterabschnitt 2.4.2 werden aktuelle
Arbeiten zur numerischen Simulation der luftgestiitzten Zerstiubung mit Filmleger vorgestellt.

2.4.1 Methodeniibersicht

Anhand der durch sie aufgelosten Langenskala unterscheiden Saito et al. (2017) die verschie-
denen Methoden zur Simulation von Zweiphasenstromung. In Abbildung 2.6 sind die drei re-
levantesten Lingenskalen illustriert. Die makroskopische Skala (Mikrometer und grofer) wird
durch die Navier-Stokes Gleichungen beschrieben. Auf der mikroskopischen Skala (Nanometer
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Abbildung 2.6: Lingenskalen in Stromungssimulationen (Saito et al., 2017, Fig. 2)
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und kleiner) ist die Bewegung der einzelnen Molekiile zu bertiicksichtigen. Dazwischen liegt die
sogenannte mesoskopische Skala, die von der Lattice-Boltzmann-Methode genutzt wird. Auf
Basis verschiedener Ubersichtsarbeiten (Ashgriz, 2010; Benjamin et al., 2010; Popinet, 2018)
konnen den drei Gruppen folgende Methoden zugeordnet werden: Zu den Methoden, die auf
den Navier-Stokes-Gleichungen basieren, zdhlen u.a. Volume-of-Fluid (VoF) (Hirt et al., 1981),
Level-Set (LS) (Sussman et al., 1994), Conservative-Level-Set (CLS) (Olsson et al., 2005),
Coupled-LS-VoF (CLSVOF) (Sussman et al., 2000) und Smoothed-Particle-Hydrodynamics
(SPH) (Colagrossi et al., 2003). Die Lattice-Boltzmann (LLB) Methode (Shan et al., 1993) ope-
riert auf der Mesoskala. Auf der mikroskopischen Skala wird die Bewegung der einzelnen
Molekiile durch u.a. die Molecular-Dynamics (MD) Methode (Consolini et al., 2003) beschrie-
ben.

Die vier ersten Verfahren (VoF, LS, CLS, CLSVOF) nutzen fiir die raumlich Diskretisierung des
Rechengebiets ein Gitter. Die Oberflichenspannung wird als zusitzliche Kraft in die Navier-
Stokes-Gleichungen eingefiihrt. Bei dem zumeist verwendeten Continuum-Surface-Force (CSF)
Ansatz (Brackbill et al., 1992) wird die Oberflachenspannung in eine dquivalente Volumenkraft
tiberfiihrt (Jafari et al., 2007). Zur Berechnung der aus der Oberflichenspannung resultierenden
Kraft muss die Kriimmung der Phasengrenzfliche bekannt sein.

Hauptcharakteristik der VoF-Methode ist die Berechnung eines Fliissigkeitsanteils pro Zelle
mittels einer zusitzlichen Transportgleichung. Die Phasengrenzfliche wird mit der piecewise-
linear-interface-calculation (PLIC) Methode aus dem Fliissigkeitsanteil fiir jede Zelle einzeln
bestimmt. Vorteile sind die einfache Formulierung der Transportgleichung des Fliissigkeits-
anteils (Sussman et al., 2000, S. 303) und dass dieses Verfahren prinzipiell konservativ ist
(Massenerhaltung). Da die Phasengrenzfliche fiir jede Zelle einzeln bestimmt wird, ist ihre
Kriimmung unstetig. Diese Diskontinuitét verhindert hohe Genauigkeiten (Olsson et al., 2005,
S. 226). Eine zu starke Glittung der diskontinuierlichen Grenzflachenkriimmung kann diese zu
klein werden lassen, sodass dynamische Probleme nicht berechnet werden konnen (Sussman
et al., 2000, S. 303). Prinzipiell wirkt bei grolen Dichteunterschieden eine kiinstliche Beschleu-
nigung auf das leichtere Fluid, wodurch die Phasengrenzfliche verformt oder gar zerstort werden
kann (Jafari et al., 2007, S. 88). Beide Punkte verursachen unscharfe bzw. diffuse Phasengrenz-
flachen. Eine Verbesserung kann durch die Verwendung einer adaptiven Netzverfeinerung an
der Phasengrenze erzielt werden (Peduto, 2015; Fuster et al., 2009).

Die LS-Methode besteht aus einer sogenannten Level-Set-Funktion zur Beschreibung der Pha-
sengrenzflache. In der Regel wird als Level-Set-Funktion die vorzeichenbehaftete Distanz von
einer Gitterzelle zur Phasengrenze verwendet (Olsson et al., 2005, S. 227). Diese Funktion ist
glatt, direkt an der Phasengrenzfliche null und in der Fliissigkeit grofler und im Gas kleiner
null (Sussman et al., 2000, S. 302). Daraus ergibt sich eine einfache Berechnung der Grenzfla-
chenkriimmung (und damit der Oberflichenspannung) (Sussman et al., 2000, S. 302). Allerdings
ist der Transport der Level-Set-Funktion numerisch fehlertrachtig (Sussman et al., 2000, S. 302).
Somit ist die LS-Methode nicht konservativ (d.h. keine Massenerhaltung) (Olsson et al., 2005,
S. 226). Die CLS-Methode kann die Massenerhaltung durch die Verwendung einer alternativen
Level-Set-Funktion und anderer Transportschemata fiir bestimmte Fille garantieren (Olsson et
al., 2005, S. 226).

Die CLSVOF-Methode kombiniert die Vorteile der Methoden VoF und LS, indem der Fliissig-
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keitsanteil in Abhingigkeit der Level-Set-Funktion ausgedriickt wird (Sussman et al., 2000, Gl.
5). Dadurch konnen die bewéhrten VoF-Algorithmen fiir den Transport des Volumenanteils an-
gewendet werden, sodass die Massen erhalten und scharfe Phasengrenzen rekonstruiert werden
konnen. Die SPH-Methode ist ein Vertreter der partikelbasierten Verfahren. Hierbei wird das
Rechengebiet durch Lagrangsche Partikel diskretisiert (Colagrossi et al., 2003). Jedes Partikel
transportiert die Eigenschaften des Fluids (Masse, Impuls, Energie). Dariiber hinaus repréasen-
tieren die Partikel entweder eine der beiden Phasen oder die Wand des Rechengebiets. Dadurch
ist die Phasengrenzflache bekannt und muss nicht rekonstruiert werden. Die aus der Oberfld-
chenspannung resultierenden Krifte konnen nach dem CSF-Ansatz (Brackbill et al., 1992) als
zusitzliche duBlere Krifte in die Impulsgleichung eingebracht werden. Weitere Details zu die-
ser Methode folgen in Abschnitt 3.2. Die LB-Methode nutzt sogenannte Lattice-Gitter, um das
Rechengebiet zu diskretisieren. Jedes Lattice-Gitter entspricht einer Zelle der herkommlichen
Gittermethoden und besteht seinerseits aus bis zu 27 Knoten (Saito et al., 2017). Ausgehend
vom zentralen Knoten beschreibt jeder umliegende Knoten des Lattice-Gitters eine mogliche
Bewegungsrichtung der Molekiile. Pro Phase wird eine Lattice-Boltzmann-Gleichung gelost,
die den Transport der Wahrscheinlichkeitsdichte der Molekiile beschreibt (Saito et al., 2017,
S. 4). AuBere Einfliisse auf diesen Transport werden durch den sogenannten Kollisionsoperator
beschrieben. Er umfasst u.a. Einphasen-Kollisionen und Stérungen (Saito et al., 2017, S. 4).
Die Lattice-Geschwindigkeit beschreibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wahrscheinlich-
keitsdichten. Aus den Wahrscheinlichkeitsdichten kann eine makroskopische Dichte berechnet
werden (Saito etal., 2017, S. 4). Die makroskopische Geschwindigkeit kann mit einer Impulsglei-
chung aus den Lattice-Geschwindigkeiten und Wahrscheinlichkeitsdichten berechnet werden.
Die Oberflichenspannung kann mit dem CSF-Ansatz (Brackbill et al., 1992) eingebracht wer-
den (Saito et al., 2017, S. 6). Durch Anwendung der Chapman-Enskog-Analogie konnen die der
Lattice-Boltzmann-Methode zugrundeliegenden Gleichungen in die Navier-Stokes-Gleichungen
tiberfiihrt werden (Saito et al., 2017, S. 6).

2.4.2 Numerische Simulationen der luftgestiitzen Zerstaubung am
Filmleger

In jiingster Zeit wurden verschiedene numerische Methoden genutzt, um den Zerstiubungs-
prozess an luftgestiitzten Zerstdubern mit Filmleger zu simulieren. Neben klassischen Euler-
Euler-Ansitzen, werden Lagrange-Lagrange-Ansitze und Hybride aus Euler-Euler und Euler-
Lagrange-Ansdtzen zur Simulation von Zweiphasenstromungen verwendet. Im Folgenden wer-
den Simulationen mit drei Vertretern der Euler-Euler-Ansitze vorgestellt: Volume-of-Fluid
(VoF), Robust-Conservative-Level-Set und Quasi-Multiphase-Eulerian.

Sauer und Warncke nutzen einen VoF-Ansatz, um den Zerfallsprozess an einem ebenen Film-
leger bei Umgebungsbedingungen zu simulieren. Bei der sogenannten embeddedDNS wird die
Luftstromung durch den gesamten Zerstauber mittels LES simuliert und in einem kleinen Aus-
schnitt um die Zerstauberkante wird die Zweiphasenstromung mit einer DNS abgebildet (Sauer
et al., 2014; Sauer, 2014; Sauer et al., 2016; Warncke et al., 2017). Dabei liefern die LES-Daten
transiente Randbedingungen fiir die DNS. Warncke et al. (2017) nutzen fiir die Zweiphasen-DNS
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eine raumliche Auflosung von 10 pm ohne lokale Netzverfeinerung. Die Verteilungen der Trop-
fendurchmesser und Axialgeschwindigkeiten sowie die bivariaten Scatterplots beider Groen
zeigen eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit experimentellen Daten (Gepperth et al.,
2012). Dartiber hinaus ist die Tropfengroenverteilung stark vom gewdéhlten Volumenanteil der
Fliissigkeit abhidngig (Warncke et al., 2017). Des Weiteren simulieren Warncke et al. (2020)
erstmals einen annularen luftgestiitzten Filmleger. Die Simulation umfasste den Betriebspunkt
,»idle* mit einer rdumlichen Aufléosung von bis zu 12 pm. Die simulierten Strukturen an der Zer-
stauberkante sehen realistisch aus und es wird eine TropfengroBenverteilung des aus dem Zerfall
resultierenden Sprays angegeben. Allerdings stehen keine experimentellen Vergleichsdaten zur
Verfiigung, um diese Ergebnisse einzuordnen.

Volz et al. (2016) nutzen ebenfalls einen VoF-Ansatz zur Simulation eines ebenen Filmlegers.
Dabei untersuchen sie 16 Betriebspunkte mit Gasgeschwindigkeiten bis 90 m/s und Driicken bis
12 bar. Dabei verwenden sie ein quasi dquidistantes Gitter mit einer raumlichen Auflésung von
30 um. Die SMDs der numerisch simulierten Sprays folgen der Korrelation von El-Shanawany
et al. (1980) mit Abweichungen von bis zu 50 % (Volz et al., 2016).

Bilger et al. (2018) verwenden den Robust-Conservative-Level-Set-Ansatz von Pringuey et al.
(2014) zur Simulation eines ebenen Filmlegers bei Umgebungsbedingungen. Der Fokus der Un-
tersuchung ist der Einfluss der Film- und Gasgeschwindigkeiten auf den Zerfallsmechanismus
im Intervall von 0,5 bis 10 m/s bzw. 5 bis 50 m/s. Die unterschiedlichen Zerfallsmechanismen
werden qualitativ diskutiert, eine quantitative Analyse des Sprays erfolgt nicht.

Desjardins et al. (2013) demonstrieren die Simulation realitdtsnaher Geometrien von Druck-
drallzerstiubern bei Umgebungsbedingungen mit einem Conservative-Level-Set-Ansatz. Eine
systematische Analyse des Sprays erfolgt nicht. Puggelli et al. (2017) simulieren einen Strahl
mit Queranstromung (engl. jet-in-crossflow) mit einem Quasi-Multiphase-Eulerian-Loser.

Die Smoothed-Particles-Hydrodynamics-Methode ist ein Lagrange-Lagrange-Ansatz, der von
Hofler (2013) und Hofler et al. (2012) zur Simulationen luftgestiitzter Zerstduber weiter entwi-
ckelt wurde. Braun u.a. (Braun, 2018; Koch et al., 2017) nutzen 2D SPH-Simulationen, eines
ebenen Filmlegers, um den Einfluss der Hinterkantendicke auf die Zerfallsfrequenz und die
mittlere Ligamentlidnge zu evaluieren. Dabei verwenden sie eine riumliche Auflosung von 5 um.
Das resultierende Spray wird nicht betrachtet.

Holz et al. (2018) beleuchten anhand von 2D SPH-Simulationen eines ebenen Filmlegers bei
Umgebungsbedingungen und einer rdaumlichen Auflosung von 2,5 um den Einfluss der Film-
beladung auf die Film- und Zerfallsfrequenzen, auf die Benetzung der Hinterkante und das
resultierende Spray. Dabei handelt es sich um separate SPH-Simulationen, die nicht Gegenstand
dieser Arbeit sind. Dariiber hinaus wurden die bivariaten Verteilungen von Tropfendurchmesser
und axialer Position und Geschwindigkeit sowie der SMD und die volumengemittelten Axialpo-
sitionen und Axialgeschwindigkeiten mit experimentellen Daten (Gepperth, 2018) verglichen.
Dabei zeigte sich fiir die gemittelten Groen - wie zu erwarten - ein vernachldssigbarer Einfluss
der Filmbeladung.

Braun et al. (2019), Braun (2018) und Braun et al. (2016) zeigen anhand einer 3D-SPH-
Simulation eines Filmlegers bei Umgebungsbedingungen mit einer Auflosung von 5 um, dass
die Charakteristik des Zerfalls und die mittlere Tropfengrof3e einzelner Taschenzerfallsereignis-
se gut mit dem Experiment (Gepperth, 2018) iibereinstimmen.
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Dauch et al. (2016) untersuchen einen annularen luftgestiitzten Zerstduber mit Filmleger in 2D
bei Gasgeschwindigkeiten bis zu 80 m/s und Driicken bis 15 bar mit der SPH-Methode. Aller-
dings sind die ausgewerteten TropfengroBenverteilungen aufgrund der zu kurzen simulierten
Zeit nicht aussagekriftig. Dauch et al. (2017) diskutieren anhand von SPH-Simulationen ei-
nes weiteren achsensymmetrischen luftgestiitzten Zerstdubers mit Filmleger die Unterschiede
zwischen einem 2D-Rechengebiet und einem 3D-Sektor von 5 Grad. Dabei verwenden sie eine
rdaumlichen Auflosung von 10 um bei Driicken bis 12 bar und fokusieren sich auf die Betrachtung
der Gas- und Fliissigkeitsstrome. Eine Analyse des Sprays erfolgt nicht. Sie kommen zu dem
Schluss, dass die SPH-Methode fiir die Analyse des Primirzerfalls realititsnaher Zerstduber-
diisen geeignet ist und dass 2D-Simulationen - trotz groBer quantitativer Differenzen zu den
3D-Simulationen - in der Lage sind, qualitative Einblicke in lokale instationdre Stromungspha-
nomene zu geben.

Chaussonnet et al. (Chaussonnet et al., 2017a; Chaussonnet et al., 2018b) simulieren mit der
SPH-Methode eine Zweistoffdiise in 2D bei Gasgeschwindigkeiten von bis zu 73 m/s und
Driicken bis 11 bar. Eine raumlichen Auflosung von 20 um war ausreichend, um die Dynamik
des Fliissigkeitsstrahls und den Einfluss der Gasstromung auf den Strahl abzubilden. Fiir ei-
ne 3D-Simulation derselben Diise verwendeten Chaussonnet et al. (Chaussonnet et al., 2018a;
Chaussonnet et al., 2019) eine rdumlichen Auflésung von 33 um. Diese war ausreichend fein,
um die Frequenz der Kelvin-Helmholtz-Instabilitit und die Verteilung der Strahllinge wieder-
zugeben, aber zu grob, um die komplette TropfengroBenverteilung aufzulosen.

Eine weitere Moglichkeit zur Simulation von tropfenbeladenen Stromungen ist die Kombi-
nation eines Euler-Euler Ansatzes fiir das dichte Spray im Zerstaubernahfeld und eines Euler-
Lagrange-Ansatzes fiir das diinne Spray im Zerstduberfernfeld. Trotz des immensen numerischen
Aufwands, kann diese Methodik leicht mit bestehenden Euler-Lagrange-Losern und Modellen
zur Simulation der Sprayverbrennung verwendet werden. Li et al. (2016) nutzen fiir den Euler-
Euler-Bereich eine Kombination aus Level-Set und VoF mit adaptiver Netzverfeinerung. Die aus
dem simulierten Zerfall resultierenden Tropfen werden anschlieBend in Lagrangsche Partikel
tiberfiihrt. Sie demonstrieren die Fihigkeiten der Methodik mit der Simulation eines Strahls mit
Queranstromung (engl. jet-in-crossflow) bei Umgebungsbedingungen und Gasgeschwindigkei-
ten von bis zu 110 m/s. Zuzio et al. (2018) simulieren mit dem selben Konzept den Filmzerfall
unter Eigenimpuls bei Umgebungsbedingungen und erzielen sowohl qualitativ als auch beziiglich
der TropfengroBenverteilung eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit dem Experiment.
Es stehen mit VoF, LS und SPH verschiedene Simulationsmethoden zur Verfiigung, die im Fall
der luftgestiitzten Zerstaubung mit Filmleger aussagekriftige Ergebnisse liefern. Einige Simu-
lationen decken maschinendhnliche Bedingungen mit hohen Driicken ab. Fiir Simulationen mit
feiner rdaumlicher Auslosung werden hiufig zweidimensionale Rechengebiete verwendet, um
den numerischen Aufwand in realisierbaren Grenzen zu halten. Detaillierte Simulationen des
Primaérzerfalls ermoglichen Einblicke in den Zerstdubungsprozess und liefern Daten, die aus
Experimenten nur schwer oder gar nicht extrahierbar sind. Nach den Einblicken in den wissen-
schaftlichen Kenntnisstand zur Simulation von Sprayflammen, zur luftgestiitzten Zerstdubung an
Filmlegern, zu den Korrelationen und Simulationen des Zerfallsprozesses, werden im folgenden
Abschnitt die daraus fiir diese Arbeiten folgenden Schliisse und die Zielsetzung dargelegt.
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2.5 Zielsetzung und Vorgehensweise

In den vorherigen Abschnitten wurde der wissenschaftlichen Kenntnisstand der fiir diese Arbeit
relevanten Themen diskutiert. In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Punkte zusammen-
getragen werden, da sie den Ausgangspunkt dieser Arbeit darstellen. AnschlieBend wird die
Zielsetzung dieser Arbeit und die dazu gewihlte Vorgehensweise erldutert. Zuletzt wird der
wissenschaftliche Beitrag dieser Arbeit zum wissenschaftlichen Fortschritt skizziert.
Ausgangspunkt: Zur Simulation von Sprayflammen in Triebwerksbrennkammern werden im
wissenschaftlichen Kontext hauptsdchlich Euler-Lagrange-Ansitze verwendet sowie vereinzelt
Euler-Euler-Ansitze und Kombinationen aus Euler-Euler und Euler-Lagrange-Ansitzen. Bei
der industriellen Auslegung und Optimierung von Triebwerksbrennkammern finden Euler-
Lagrange-Simulationen vielfach Anwendung. Die dazu notwendigen Tropfenstartbedingungen
basieren auf experimentellen Daten und der Intuition der Anwendenden. Vorwiegend werden
konstante Werte anstatt von Verteilungen fiir die Tropfenstartposition und -geschwindigkeit
vorgegeben. Einzelne Arbeiten modellieren auch die Verteilung der Tropfenstartgeschwindig-
keit. Die Tropfengroe wird als Verteilung oder zumindest durch mehrere TropfengréBenklas-
sen abgebildet. Einzelne Arbeiten am ITS modellieren alle fiinf Verteilungen (zweidimen-
sionale Betrachtung). Die Abhingigkeiten zwischen der initialen Tropfengrofle, -position und
-geschwindigkeit werden nur teilweise (dr-ur) beriicksichtigt. Die Tropfenstartbedingungen
beeinflussen die Trajektorien der Tropfen durch die Brennkammer. Des weiteren besteht eine
direkte Kopplung zwischen den Trajektorien der Kraftstofftropfen, der lokalen Mischung von
Luft und Kraftstoffdampf und der Schadstoftbildung. Viele Autoren sehen bei der Vorhersage der
Schadstoffemissionen deutliches Verbesserungspotential durch die Verwendung von préziseren
Tropfenstartbedingungen. Durch striktere Emissionsgrenzwerte - insbesondere fiir Ruf} - riicken
die Einspritzung und Mischung des Kraftstoffes direkt am Zerstduber stdrker in den Fokus.

Fiir die Kraftstoffaufbereitung in Flugtriebwerken wird sehr hdufig das Prinzip der luftgestiitzten
Zerstaubung mit Filmleger genutzt. Zwar sind einzelne Mechanismen dieses Zerstaubungsprin-
zips bekannt, allerdings existiert keine allumfassende Theorie, die die Vorhersage aller Sprayei-
genschaften (Tropfendurchmesser, -position und -geschwindigkeit) erlaubt.

In der Literatur finden sich Korrelationen und Modelle zur Vorhersage des SMD und der volu-
mengemittelten Axialgeschwindigkeit der Tropfen. Zur Vorhersage der TropfengroBenverteilung
stehen vier empirische Korrelationen zur Verfiigung. Fiir die Verteilung der Tropfengeschwin-
digkeit und -position existieren keine Korrelationen, lediglich einige analytisch mittels der
Maximum-Entropie-Methode hergeleitete Verteilungen. Zur Beschreibung der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsdichte von TropfengroB3e und Axialgeschwindigkeit finden sich eine em-
pirisch und eine analytisch ermittelte Verteilungsfunktion. Verteilungsfunktionen fiir andere
Eigenschaftspaare werden in der Literatur nicht diskutiert.

Es stehen mit VoF, LS und SPH verschiedene Simulationsmethoden zur Verfiigung, die fiir
die luftgestiitzte Zerstaubung mit Filmleger aussagekriftige Ergebnisse liefern. Einige Simula-
tionen bilden hohe Driicke und groBe Gasgeschwindigkeiten ab. Fiir Simulationen mit feiner
rdaumlicher Auslosung werden hiufig zweidimensionale Rechengebiete verwendet, um den nu-
merischen Aufwand in Grenzen zu halten. Detaillierte Simulationen ermoglichen Einblicke in
den Zerstaubungsprozess und liefern Daten, die aus Experimenten nicht extrahierbar sind.
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Zielsetzung: Das Ziel dieser Arbeit ist es ein multivariates statistisches Modell fiir die Tropfen-
eigenschaften Durchmesser, Position und Geschwindigkeit zu entwickeln. Dieses Modell soll
in der Lage sein, fiir unterschiedliche Betriebsbedingungen Sprays zu generieren, die die statis-
tischen Eigenschaften der Tropfen und die Abhingigkeiten zwischen den Tropfeneigenschaften
repriasentieren. Dariiber hinaus soll dieses Modell zur Vorhersage von Tropfenstartbedingungen
in Euler-Lagrange-Simulationen eingesetzt werden konnen. Der Fokus soll dabei weniger auf
der Entwicklung eines fiir alle Betriebsbereiche und Zerstaubergeometrien giiltigen Modells
liegen, sondern vielmehr in der Demonstration des Modellierungsansatzes und der Beurteilung
der Auswirkungen der multivariaten Modellierung auf die Tropfendispersion.

Vorgehen: Die fiir die Modellierung notwendigen multivariaten Tropfendaten werden mit nu-
merischen Simulationen des Zerstdubernahfeldes generiert. Dazu wird die fiir luftgestiitzte
Zerstauber mit Filmleger etablierte SPH-Methode verwendet. Hintergrund ist, dass die erforder-
lichen multivariaten Tropfendaten im Zerstdubernahfeld fiir verschiedene Betriebsbedingungen
aus Experimenten nicht ermittelt werden konnen. Aufbauend auf diesen Datensédtzen werden
geeignete statistische Modellierungsansitze entwickelt, die den multivariaten Charakter der
Tropfendaten abbilden und in statistischen Simulationen wiedergeben konnen. Es werden dazu
nur Modellierungsansitze verwendet, die liber parametrische Verteilungsfunktionen verfiigen.
Dies ermoglicht die Korrelation der Modellparameter mit den Betriebs- und Geometrieparame-
tern - im folgenden Metamodelle genannt. Die unterschiedlichen Modellierungsansitze werden
hinsichtlich ihres Funktionsumfangs, der Anzahl der notwendigen Modellparameter, ihrer Si-
mulationslaufzeit, der Genauigkeit der Metamodelle, etc. bewertet. Ein ausgewihlter Ansatz
wird in einen Euler-Lagrange-Loser implementiert. AbschlieBend wird der Einfluss der multi-
variaten Modellierung auf die rdumliche Verteilung der Tropfen anhand von Euler-Lagrange-
Simulationen ohne Verbrennung an einem ebenen Filmleger untersucht.

Wissenschaftlicher Beitrag: Die vorliegende Arbeit zeigt, dass SPH-Simulationen eine geeig-
neter Ansatz sind, um statistisch aussagekriftige multivariate Spraydaten im Zerstaubernahbe-
reich bei triebwerksnahen Betriebsbedingungen zu generieren. Erstmals wird die fiinfdimensio-
nale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Tropfeneigenschaften Durchmesser, Position und
Geschwindigkeit simuliert und statistisch modelliert. Dies beinhaltet auch die erstmalige Be-
schreibung der Randverteilung dieser fiinf Groen. Durch die Metamodelle stehen nun erstmals
Korrelationen fiir die Verteilungen der Tropfeneigenschaften und ihrer Abhingigkeitsstruktur
zur Verfligung. Diese bieten fiir den numerischen Auslegungsprozess einer Brennkammer einen
erheblichen Mehrwert, da sie erstmalig die multivariaten Verteilungsfunktionen eines Sprays
abbilden. Die verwendeten multivariaten Modellierungsansitze ermoglichen statistische Einbli-
cke in bisher nicht betrachtete physikalische Zusammenhinge zwischen Tropfendurchmesser,
-position und -geschwindigkeit. Des weiteren gestatten die multivariaten Modellierungsansit-
ze und ihre parametrischen Verteilungsfunktionen einen effizienten Transfer von multivariaten
Spraydaten in Startbedingungen von Euler-Lagrange-Simulationen. Die im Rahmen der Arbeit
durchgefiihrten Euler-Lagrange-Simulationen zeigen wie die multivariaten Tropfenstartbedin-
gungen die raumliche Ausbreitung des Sprays im Zerstauberfernfeld beeinflussen.
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Dieses Kapitel konzentriert sich auf die Diskussion der im Rahmen der Arbeit verwendeten Me-
thoden. Zunichst wird das Gesamtkonzept dieser Arbeit in Abschnitt 3.1 im Detail vorgestellt.
In Abschnitt 3.2 wird die zur Simulation von Zweiphasenstromungen verwendete SPH-Methode
diskutiert. Die statistische Modellierung und Simulation einer Tropfeneigenschaft - beispielswei-
se des Durchmessers - wird in Abschnitt 3.3 erldutert. Darauf aufbauend werden in Abschnitt 3.4
Methoden zur statistischen Modellierung und Simulation mehrerer Tropfeneigenschaften, die
voneinander abhédngen, wie Durchmesser und Geschwindigkeit, diskutiert. Dabei wird insbe-
sondere auf die verwendeten Copulas und Copula-Konstruktionen eingegangen. Eine Ausnahme
stellt die Technik der Euler-Lagrange-Simulation dar, da diese bereits in Abschnitt 2.1 eingefiihrt
wurde.

3.1 Gesamtkonzept der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, ein Modell zur Generierung multivariater Tropfenstart-
bedingungen zu entwickeln (vgl. Abschnitt 2.5). Die Struktur eines solchen Modells ist in
Abbildung 3.1 dargestellt. Die Einflussgroen der luftgestiitzten filmlegenden Zerstaubung um-
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Fliissigkeit: y Up
G S Metamodelle
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Multivariates Q
Y statistisches
| Q Modell
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Multivariate Stichprobe von Tropfen
statistische mit den Eigenschaften:
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Abbildung 3.1: Generierung multivariater Tropfenstartbedingungen

fassen die Gasphase (ug, etc.), die Fliissigphase (pf, etc.) und die Zerstdubergeometrie (hzk,
etc.) und konnen als a priori bekannt vorausgesetzt werden. Die aus Korrelationen bestehen-
den Metamodelle liefern die zu den Einflussgrolen passenden Modellparameter M P;. Durch
die Modellparameter ist die fiinfdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) der
Tropfeneigenschaften Durchmesser dr, axiale und vertikale Geschwindigkeit #7 und vz und Po-
sitionen x7 und y7 eindeutig bestimmt. Somit konnen mittels statistischer Simulation Stichproben



38 Verwendete Methoden

von Tropfen erzeugt werden, deren Eigenschaften d7, ur, vr, xr und yr denen der fiinfdimensio-
nalen WDF entsprechen. Die fiinf Dimensionen der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ergeben
sich fiir einen ebenen Filmleger bei dem die Querrichtung zur Strémung vernachlédssigt werden
kann. Fiir einen annularen Injektor konnte in erster Ndherung ein rotationssymmetrisches Spray
angenommen werden, sodass eine Modellierung der Umfangsposition wegfiele und lediglich
eine sechste Dimension fiir die Umfangsgeschwindigkeit notwendig wire.

Um ein solches Modell entwickeln zu konnen, ist die Verkniipfung verschiedener Methoden
aus unterschiedlichen Fachgebieten notwendig. Das sind einerseits die numerischen Methoden
zur Simulation von Zweiphasenstromungen und Sprayflammen und andererseits die statisti-
schen Methoden zur multivariaten Modellbildung und Simulation sowie zur Metamodellierung.
Die fiinf wesentlichen Arbeitsschritte fiir diese Verkniipfung sind in Abbildung 3.2 dargestellt.
Zunichst werden 2D-SPH-Simulationen bei verschiedenen Betriebsbedingungen durchgefiihrt,

Erhebung der  Statistische . Meta- .
Spraydaten Analyse Modellbildung modellierung Validierung

2D-SPH-
Simulationen s Multivariate
Statistische

Euler-
Lagrange-
Simulationen

Bildung von
Korrelationen (|

Modellierung
& Simulation
einer 5D-WDF

Abbildung 3.2: Gesamtkonzept dieser Arbeit

um Spraydaten im Zerstdubernahfeld zu generieren. Die so generierten Spraydaten umfassen
den Durchmesser sowie die Position und Geschwindigkeit der Tropfen in zwei Dimensionen.
Anschlieend werden die Spraydaten statistisch ausgewertet mit Fokus auf die multivariaten Ab-
hingigkeiten und der Skalierung der statistischen Zusammenhinge mit den Betriebsbedingun-
gen. Darauf aufbauend werden im Rahmen der Modellbildung zwei Ansitze zur multivariaten
statistischen Modellierung und Simulation einer fiinfdimensionalen WDF entwickelt und mit-
einander verglichen. Um die multivariate Modellierung fiir verschiedene Betriebsbedingungen
praktisch einsetzen zu konnen, ist die Anwendung parametrischer Ansitze zwingend notwendig.
Fiir beide Ansitze werden anschlieBend Metamodelle erstellt. Diese enthalten die Korrelation
der Modellparameter mit den Einflussgroen der Zerstdubung. Somit ist es moglich, aus den be-
kannten Einflussgroflen des Zerstdubungsprozesses die Modellparameter zu ermitteln und eine
Stichprobe an Tropfen zu generieren, die statistisch mit dem Spray der SPH-Simulationen iiber-
einstimmt. Der fiinfte Arbeitschritt umfasst Euler-Lagrange-Simulationen ohne Verbrennung an
einem ebenen Filmleger. Ziel ist es, das Modell fiir multivariate Tropfenstartbedingungen zu
validieren. Dazu wird die rdumliche Verteilung der Tropfen im Zerstduberfernfeld analysiert
und mit experimentellen Ergebnissen verglichen. Die folgenden Kapitel 4 bis 8 entsprechen den
fiinf vorgestellten Arbeitschritten. Doch zunéchst werden in den folgenden Abschnitten dieses
Kapitels die dazu verwendeten numerischen und statistischen Methoden eingefiihrt.
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3.2 Die Smoothed-Particle-Hydrodynamics-Methode

Die Smoothed-Particle-Hydrodynamics- (SPH) Methode ist eine gitterfreie, Lagrangsche Me-
thode zur ndaherungsweisen Losung von partiellen Differentialgleichungen (Liu et al., 2010).
Die rdumliche Diskretisierung des Rechengebiets erfolgt mit Partikeln. Je nach Anwendungsfall
reprasentieren die Partikel ein Kontinuum (Starre oder elastische Korper, Fliissigkeiten, Gase)
oder diskrete Strukturen wie Planeten, Atome oder Proteine (Liu et al., 2010, S. 26). Jedes Parti-
kel transportiert Eigenschaften, wie Masse, Impuls und Energie. Die lokalen Eigenschaften eines
Partikel ergeben sich aus den Eigenschaften der ihn umgebenden Partikel. Eine glatte Funktion
(engl. smoothing function) gewichtet die Wechselwirkung der Partikel nach dem Abstand.

Die SPH-Methode wurde von Lucy (1977) sowie von Gingold et al. (1977) fiir Simulationen der
Astrophysik entwickelt (Ye et al., 2019, S. 2). Aktuelle Anwendungen sind u.a. Mehrphasenstro-
mungen, Interaktion von Wellen und Kiisten, Uberschwemmungen, Erdrutsche, Explosionen,
Druckguss, Magnetohydrodynamik und Fluid-Festkorper-Interaktion (Liu et al., 2010, S. 54).
Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf Zweiphasenstromungen mit gro8en Dichteun-
terschieden, wie sie im Rahmen dieser Arbeit betrachtet werden.

In Ubersichtsarbeiten (Liu et al., 2010; Wang et al., 2016; Ye et al., 2019) werden u.a. folgende
Vorteile der SPH-Methode genannt: Das Lagrangsche Wesen der Partikelmethode erlaubt die
natiirliche Erfassung des zeitlichen Transports einzelner Strukturen. Die Partikel ordnen sich
selbst nach den aufgebrachten Kriften an (Selbstadaptivitit). Somit sind auch grole Deforma-
tionen von Strukturen oder Phasengrenzfldchen gut zu berechnen. Durch die Reprisentation des
Kontinuums durch diskrete Partikel sind Phasengrenzflichen eindeutig und leicht zu erfassen.
Das Losen der SPH-Formulierung ist leicht parallelisierbar und somit gut geeignet fiir grof3e
Rechengebiete und den Einsatz auf Hochleistungsrechnern. Ohne Anwendung einer kiinstliche
Viskositdt kann die Erhaltung von Masse, Energie, Impuls, Drehimpuls und Entropie gewéahr-
leistet werden. Aktuelle Herausforderungen sind laut der SPHERIC ,,Grand Challenge Working
Group* (SPHERIC, 2019) der Nachweis der Konvergenz und Konsistenz des Verfahrens, Sta-
bilitatsfragen, Randbedingungen, Adaptivitit, die Kopplung mit anderen Verfahren sowie die
Anwendbarkeit in der Industrie.

Um Stromungen berechnen zu konnen, ist es notwendig, die Navier-Stokes-Gleichungen in eine
SPH-Formulierung zu iiberfiihren. Kern der SPH-Methode ist die Abbildung einer Funktion
f(x) durch die Faltung dieser mit einer §-Funktion:

Fx) = /Q FX) 6(x - x') dx’ 3.1)

hierbei entspricht x dem Positionsvektor, £ dem Volumen, das x enthélt (Liu et al., 2010, GI. 1).
Da die Delta-Funktion einer Punkt-Approximation entspricht, kann so kein reales Rechengebiet
abgebildet werden (Liu et al., 2010). Deshalb wird statt der 6-Funktion eine Gewichtsfunktion
W, auch kernel function oder smoothing function genannt, verwendet:

f(x) ~ /Qf(x’) W(x -x',h) dx’ (3.2)
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mit einer Glittungslinge 4. Dabei wird aus der exakten Abbildung der Funktion f eine Appro-
ximation. Eine wesentliche Eigenschaft der Gewichtsfunktion ist ihre Kompaktheit:

W(x—-x',h) =0 wenn |x—x| > kh (3.3)

Das Vielfache der Glittungslinge xh entspricht dem Einflussradius der Gewichtsfunktion und
kann mit dem Integrationsgebiet iibereinstimmen (Liu et al., 2010, S. 29). Weitere Eigenschaften
und mogliche Gewichtsfunktionen werden von Wang et al. (2016) diskutiert. Um die numerische
Berechnung zu ermoglichen, wird das Integral in eine Summe iiberfiihrt:

N

F0 =~ > pOx) Wix—xj. ) (3.4)

j=1 "

mit der Anzahl der Nachbarpartikel N im Einflussradius, sowie der Masse m und der Dich-
te p eines Partikels (Liu et al., 2010, Gl. 16). In Abb. 3.3 ist eine 2D-Gewichtsfunktion und
eine Partikelverteilung dargestellt. Die Eigenschaften des zentralen Partikels (schwarz) wer-

Abbildung 3.3: Oben: Oberfliche einer 2D-Gewichtsfunktion. Unten: Partikelverteilung
mit kolorierten Hohen der Gewichtsfunktion und Einflussradius,
nach Chaussonnet et al. (2019, Fig. 1)

den aus der gewichteten Summe der Eigenschaften der ihn umgebenden Partikel berechnet.
Partikel, die auBerhalb des Einflussradius liegen, werden dabei nicht beriicksichtigt. Mit dem-
selben Formalismus konnen SPH-Formulierungen fiir rdiumliche Ableitungen generiert werden.
Darauf aufbauend stellen Liu et al. (2010) verschiedene Strategien zur Uberfiihrung der Navier-
Stokes-Gleichungen in eine SPH-Formulierung vor. Die SPH-Formulierung der Navier-Stokes-
Gleichungen kann Liu et al. (2010), Ye et al. (2019) und Braun et al. (2019) entnommen werden.
Zur SchlieBung der Navier-Stokes-Gleichungen muss der Druckterm in der Impulsgleichung
bekannt sein. Wang et al. (2016) erlautern drei Moglichkeiten zur SchlieBung: Fiir kompressi-
ble Stromungen (Ma > 0, 3, signifikante Dichtednderung) kann der Druck aus der Zustands-
gleichung des Fluids berechnet werden. Fiir inkompressible Stromungen (Ma < 0,3, keine
signifikante Dichtednderung) existieren zwei verschiedene Ansitze. Im Falle einer schwach
kompressiblen SPH (engl. weakly compressible, WCSPH) wird eine kiinstliche Zustandsglei-
chung eingefiihrt, die Dichte und Druck miteinander verkniipft (Ye et al., 2019, S. 6). Die
Alternative, inkompressible SPH (ISPH) genannt, erfordert die Losung der Poisson-Gleichung -
einer partiellen DGL fiir den Druck - durch die Projektionsmethode. Wang et al. (2016, S. 9630)
stellen fest, dass WCSPH im Bereich der Mehrphasenstromungen deutlich hiufiger verwendet
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wird als ISPH. Als Griinde nennen sie die einfachere Implementierung, besser geordnete Parti-
kelverteilungen sowie Probleme von ISPH mit der Massenerhaltung.

Um Innenstromungen simulieren zu konnen, sind Partikel notwendig, die das Fluid, den Einlass,
den Auslass und die Winde abbilden. Die Bewegung der Fluidpartikel wird durch die Navier-
Stokes-Gleichungen beschrieben. Die Winde mit nur einer Partikellage abzubilden, fiihrt zu
Ungenauigkeiten, da die Gewichtungsfunktion beschnitten wird (Wang et al., 2016, S. 9630).
Zur Abbildung fester Winde unterscheiden Ye et al. (2019, S. 9) zwei verschiedene Ansitze: Die
Grundidee der Modelle mit abstoBenden Kréften ist es, Partikeln, die der Wand nahe kommen, ei-
ne abstoflende Kraft aufzuprigen. So soll verhindert werden, dass die Partikel, die aus einer Lage
ruhender Partikel bestehende Wand durchdringen konnen. Die Modelle mit virtuellen Partikeln
generieren aus dem Rechengebiet heraus mehrere Partikellagen. Die Anzahl der Partikellagen
hingt vom Volumen, das ein Partikel représentiert, und dem Einflussradius der Gewichtsfunkti-
on ab. Verschiedene Ansitze zur Definition von Einlass- und Auslass-Randbedingungen wurden
diskutiert (Braun et al., 2015a).

Die Genauigkeit der SPH-Methode hingt stark von der rdumlichen Verteilung der Partikel ab
(Ye et al., 2019, S. 6). Eine regulére Partikelverteilung fiihrt zu einer Approximation zweiter
Ordnung. Sind die Partikel dagegen irregulir verteilt, verringert dies die Genauigkeit. Um die
Genauigkeit zu steigern, konnen entweder Diskretisierungsschemata hoherer Ordnung verwen-
det werden oder die irreguldren Partikel werden so verschoben, dass ihre Verteilung regulérer
als zuvor ist (Ye et al., 2019, S. 6). Die verschiedenen Techniken zur Regularisierung der Parti-
kelverteilung und Diskretisierungsschemata werden von Ye et al. (2019, S. 6 und S. 3) erlautert.
Bei Mehrphasenstromungen sind zusétzlich die Effekte der Oberflachenspannung in den Navier-
Stokes-Gleichungen zu beriicksichtigen. Dazu wird in der Regel der CSF-Ansatz (Adami et al.,
2010) verwendet. Dabei wird die Oberflichenspannung in eine dquivalente Volumenkraft iiber-
fiihrt, die in die Impulsgleichung einflieft. Weitere Ansitze zur Modellierung der Oberflichen-
spannung werden von Wang et al. (2016, S. 9630) diskutiert.

Ein groBles Dichteverhiltnis zwischen zwei Phasen, wie sie fiir die luftgestiitzte Zerstaubung
charakteristisch sind, kann zu Ungenauigkeiten fiihren (Wang et al., 2016, S. 9642). Abhilfe
schafft nach Wang et al. (2016, S. 9642) die Verwendung der Partikelanzahldichte anstatt der
Partikeldichte in der SPH-Formulierung fiir die raumlichen Ableitung.

Der SPH-Code, welcher im Rahmen dieser Arbeit verwendet wird, wurde von Braun et al.
(2019) auf Basis der Vorarbeiten von Hofler (2013) erstellt. Dabei handelt es sich um einen
WCSPH-Code, der auf dem klassischen SPH-Formalismus basiert (Braun et al., 2019; Braun,
2018). Die Wandrandbedingungen werden mittels virtueller Partikel definiert. Der verwendete
Ansatz zur Umsetzung der Einlass- und Auslass-Randbedingungen wird in Chaussonnet et al.
(2019) und Braun et al. (2015a) erldutert. Der Effekt der Oberflichenspannung wird nach dem
CSF-Ansatz (Adami et al., 2010; Brackbill et al., 1992) beriicksichtigt. Der Kontaktwinkel an
Gas-Fliissigkeiten-Wand-Kontaktpunkten wird nach dem Modell von Wieth et al. (2014) einge-
stellt. Weitere Informationen zu dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten SPH-Code sind in
Braun et al. (2019) und Braun (2018) zu finden.

Nach den Einblicken in die Simulationsmethoden fiir Zerstiubungsprozesse und die SPH-
Methode, werden im folgenden Abschnitt die bisherigen Ansitze zur statistischen Modellierung
und Simulation von Sprays erldutert.
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3.3 Bisherige Ansatze zur statistischen Modellierung und Simulation von
Sprays

Ein Kennzeichen von Zerstdubungsprozessen ist, dass grofle Fliissigkeitsstrukturen in kleinere
zerfallen. Das daraus resultierenden Sprays enthélt Tropfen unterschiedlichster GroBe und Ge-
schwindigkeit. Diese Spektren von Tropfengroflen und Tropfengeschwindigkeiten konnen durch
verschiedene statistische Methoden beschrieben werden. In Unterabschnitt 3.3.1 werden cha-
rakteristische Mittelwerte fiir Sprays erldutert. Die statistische Modellierung von Sprays mittels
Wahrscheinlichkeitsverteilungen wird in Unterabschnitt 3.3.2 diskutiert.

3.3.1 Charakteristische Mittelwerte

Die folgenden Definitionen der charakteristischen Mittelwerte beziehen sich auf eine Stichpro-
be von n Tropfen. Fiir den Tropfendurchmesser existieren eine Reihe von charakteristischen
Momenten D;;:

Dy = [22:1 (dT,k)i.] =

2221 (dT,k)‘l
Ihre Anwendungsgebiete sind in Tab. 3.1 aufgelistet. Sie beziehen sich auf das Arithmetische
Mittel, die Oberflache und das Volumen des Tropfens. Mogliche Anwendungsgebiete sind die

(3.5)

Absorptionsvorginge, sowie die Verdunstung und die Verbrennung.

Fiir die Tropfengeschwindigkeit fiihrten Gepperth et al. (2012) eine volumengemittelte Trop-
fengeschwindigkeit ein. Hintergrund ist die Tatsache, dass Sprays in der Regel aus wenigen
groflen und vielen kleinen Tropfen bestehen. Der arithmetische Mittelwert repriasentiert dadurch
vor allem die kleinen und weniger die groBen Tropfen. Zusitzlich reagieren volumengemittelte

Tabelle 3.1: Populédre mittlere Durchmesser, nach (Lefebvre, 1989, Tab. 3.1)

i j i+j Name Anwendungsgebiet

1 0 1 Mittlere Linge Vergleiche

2 0 2 Mittlere Oberfliche Oberflichenkontrolle

3 0 3 Mittleres Volumen Volumenkontrolle z.B. in der Hydrologie
2 1 3 Oberflichen-Linge Absorption

3 1 4 Volumen-Durchmesser Verdunstung, molekulare Diffusion

3 2 5 Sauter Massentransfer und chem. Reaktionen

4 3 7 De Brouckere oder Herdan Verbrennungsgleichgewicht

Grofen stiarker auf Verdnderungen der Betriebsbedingungen als der arithmetische Mittelwert.
Eine beliebige Grofle ¢ kann mit dem Volumen eines jeden Tropfens gemittelt werden:

_ i )’ ¢
LT T (dr)?

(3.6)
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Nach dieser Einfiihrung der charakteristischen Mittelwerte wird im folgenden Unterabschnitt
die Beschreibung von Sprays mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen diskutiert.

3.3.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt wieder, wie hdufig Werte in einer Stichprobe auftreten.
Sie kann empirisch auf Basis eines Datensatzes ermittelt werden oder durch Anpassung ei-
ner vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion an einen Datensatz. Eine Verteilung kann
aulerdem als Wahrscheinlichkeitsdichte oder kumulative Summe oder mittels einer kontinu-
ierlichen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion oder Verteilungsfunktion dargestellt werden. Wie
bei den charakteristischen Durchmessern ist im Kontext der Zerstiubung und Verbrennung die
Gewichtung der Verteilungen mit dem Volumen der Tropfen iiblich. Diese unterschiedlichen
Aspekte werden im folgenden zunichst anhand empirischer Wahrscheinlichkeitsverteilungen
und spéter mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion diskutiert.

In Abb. 3.4 sind die Anzahl- und Volumendichte iiber den Tropfendurchmesser als Histogramm
dargestellt. Zusitzlich sind die kumulativen Summen beider Verteilungen aufgetragen. Wah-
rend die Anzahl-Dichte ein fiir Sprays charakteristisches Maximum bei kleinen Durchmessern
zeigt, verschiebt sich das Maximum der Volumen-Dichte zu deutlich groBeren Durchmessern.
Dementsprechend steigt die kumulative Anzahl-Summe sehr schnell an und ist rasch in der
Sattigung. Die kumulative Volumen-Summe steigt hingegen etwas gemichlicher an. Prinzipi-
ell enthalten die kumulative Summe und die Wahrscheinlichkeitsdichte die selbe Information,
sie ist lediglich anders dargestellt. Vorteil der kumulativen Summe ist, dass sich die Perzenti-
le direkt ablesen lassen. Die Form der vier in Abb. 3.4 dargestellten Verteilungen hingt von
der gewihlten Breite bzw. der Anzahl der Tropfengruppen ab. Nach diesem Einblick in die
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Abbildung 3.4: Wahrscheinlichkeitsdichte und kumulative Summen fiir Anzahl
und Volumen des Tropfendurchmessers

empirischen (diskreten) Verteilungen werden im Folgenden die mathematischen Eigenschaften
von kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f(x) und kumulativen Verteilungs-
funktionen F'(x) diskutiert. Mit ihrer Hilfe kann die Verteilung einer Zufallsgrofle x modelliert
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werden. Beziehen diese sich auf die Anzahl wird der Index fy(x) verwendet und fiir das Vo-
lumen entsprechend f3(x). Die kumulativen Verteilungsfunktion F'(x) ist als Integral iiber die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x) definiert:

F(x) = -/0 f(x') dx’ (3.7)

AuBerdem kann eine Anzahl-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fy wie folgt in eine Volumen-
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f3 liberfiihrt werden (Chaussonnet et al., 2016, S.32):

f3(dr) = d3 fodr) (3.8)

Weitere Eigenschaften von einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f sind (Déchelette et al.,
2010, S. 480):
f(x) =0 (3.9)

/mf(x) dx =1 (3.10)
0

Nach der Erldauterung der mathematischen Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tionen wird nun erldutert, mit welchen Methoden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen, die
die Tropfeneigenschaften beschreiben, ermittelt werden konnen. Babinsky et al. (2002) dis-
kutieren in diesem Zusammenhang die empirische Methode und zwei analytische Ansitze: die
Maximum-Entropie-Methode (engl. Maximum-Entropy-Method - MEM) sowie die Methode der
diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion (engl. Discrete-Probability-Function - DPF). Im Rahmen
der empirischen Methode werden kontinuierliche Verteilungsfunktionen, die durch mehrere Pa-
rameter charakterisiert sind, an numerische oder experimentelle Spraydaten angepasst. In der
Regel korrelieren die Parameter der Verteilungsfunktionen mit den Betriebsbedingungen des
Zerstdubungssystems. Somit kann bei bekannten Betriebsbedingungen auf die entsprechenden
Verteilungsfunktionen zuriickgeschlossen werden und ein neues Spray generiert werden, das die-
sen Verteilungsfunktionen entspricht. Die Maximum-Entropie-Methode erlaubt die Vorhersage
der Verteilungen der Tropfengroe und -geschwindigkeit auf Basis physikalischer Annahmen
und experimenteller Daten (Lee et al., 2010, S. 272). Dabei wird die Entropie der Tropfen-
groenverteilung durch die Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie beschrinkt (Lee
et al., 2010, S. 272). Unter der Annahme, dass sich die Entropie durch die Zerstaubung maxi-
miert, kann auf die Form der Verteilungsfunktionen geschlossen werden (Lee et al., 2010, S.
272). Die Maximum-Entropie-Methode wird zum Vergleich mit experimentellen Ergebnissen
genutzt (Lee et al., 2010; Movahednejad et al., 2010). Die Methode der diskreten Wahrschein-
lichkeitsfunktion basiert auf der Annahme, dass sich ein Tropfen einer bestimmten Gro3e aus
einer initialen fliissigen Struktur (Bsp. ein fliissiger Film) bildet und dass sich dieser Prozess
mit einem deterministischen Modell beschreiben lidsst (Babinsky et al., 2002, S. 323). Diese
Modelle beruhen in der Regel auf Stabilititsanalysen der initialen Struktur (Babinsky et al.,
2002, S. 323). Durch eine Variation der Eingangsgroflen des Modells kann eine Verteilung der
TropfengroBen ermittelt werden (Babinsky et al., 2002, S. 324). Dazu miissen allerdings die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eingangsgro3en bekannt sein.
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Im Rahmen dieser Arbeit werden die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Tropfeneigen-
schaften mit der empirischen Methode unter der Verwendung parametrischer Verteilungsfunktio-
nen ermittelt. Als kontinuierliche, parametrische Verteilungsfunktion kommen alle Funktionen
in Frage, die bestimmte Eigenschaften (Gl. 3.9 & 3.10) erfiillen und deren Form, Lage und
Skalierung sich durch Parameter veridndern ldsst. Diese drei Parameterkategorien konnen nach
Ruppert et al. (2015, S. 86) wie folgt definiert werden: Ein Lageparameter verschiebt die Vertei-
lung entlang der x-Achse, ohne ihre Form oder Streuung zu verdndern. Der Skalierungsparameter
quantifiziert die Streuung der Daten und skaliert mit den Daten. Werden die Daten beispiels-
weise mit einem Faktor k multipliziert, so dndert sich der Skalierungsparameter ebenfalls um
den Faktor k. Als Formparameter werden alle Parameter definiert, die unabhéngig von einer
Verschiebung der Lage oder einer Skalierung der Daten sind. Sie quantifizieren oft die Schiefe
oder Wolbung einer Verteilung. Eine zur Beschreibung des Tropfengroenspektrums hiufig
verwendete Verteilungsfunktion wurde von Rosin und Rammler (Rosin et al., 1934; Babinsky
et al., 2002) etabliert. Sie nutzen fiir die Modellierung der Volumensumme F3 von Korngrofien
aus einem Mahlvorgang folgende Funktion:

F3(dr,m,q) = 1 — e~ /m" (3.11)
Diese lasst sich durch Differenzieren (Gl. 3.7) in die Volumendichte f3 iiberfiihren:
fo(dr,m,q) = df” m™9 g e Urim” (3.12)

In Abbildung 3.5 ist die Volumendichte f3(dr,m, g) nach Rosin et al. (1934) fiir verschiedene
Kombinationen des Lageparameters m und des Formparameters g dargestellt. Es existieren eine
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Abbildung 3.5: Volumendichte f3 nach Rosin und Rammler fiir verschiedene
Parameterkombinationen

Vielzahl weiterer Verteilungsfunktionen mit einem, zwei und mehr Parametern. Nach Ruppert
et al. (2015, S. 86) sollte die Parameteranzahl so groff wie notig und so klein wie moglich
gewihlt werden. Zu wenige Parameter konnten zu systematischen Fehlern (engl. bias) fiihren.
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Prinzipiell kann es durch eine zu groRe Parameterzahl zu einer Uberanpassung der Verteilungs-
funktion an die Daten kommen (engl. overfitting). Deshalb werden im Rahmen dieser Arbeit
nur Verteilungsfunktionen mit zwei Parametern beriicksichtigt (Vgl. Unterabschnitt 6.2.2). Fiir
Sprays interessante Verteilungsfunktionen sind in Unterabschnitt 2.3.2 und Unterabschnitt 6.2.2
zu finden. Weitere Verteilungsfunktionen konnen Babinsky et al. (2002), Urban et al. (2017)
und Pinho et al. (2018) entnommen werden. Manche Datensitze haben multimodalen Charakter
(Panao et al., 2013; Gremmelmaier, 2018). Das bedeutet, dass deren empirische Verteilung einer
Kombination mehrerer unterschiedlicher Verteilungsfunktionen folgt. Uber Mischungsparame-
ter konnen die Verteilungsfunktionen miteinander verkniipft werden (Gremmelmaier, 2018, S.
18). So konnen kombinierte Verteilungsfunktionen mit vielen Parametern bzw. Freiheitsgraden
entstehen, die die bereits diskutieren Vor- und Nachteile aufweisen.

Um die empirische Wahrscheinlichkeitsverteilung modellieren zu konnen, ist es erforderlich,
ausgewdhlte Verteilungsfunktionen optimal an die empirischen Verteilungen anzupassen. Das
heifit, die Parameter der Verteilungsfunktion so zu wihlen, dass die Verteilungsfunktion den
zugrunde liegenden Daten so gut wie moglich folgt. Welche Verteilungsfunktionen fiir einen
bestimmten Datensatz geeignet sind, kann vorab anhand der Form, Lage und Skalierungspa-
rameter der Verteilungsfunktion aber auch anhand von Schiefe, Wolbung und den Momenten
eingegrenzt werden (Ruppert et al., 2015, S. 87). In der Regel kommen mehrere Verteilungs-
funktionen infrage, sodass neben robusten Optimierungsverfahren fiir die Anpassung auch ro-
buste Metriken, die die Giite der Anpassung quantifizieren, entscheidend sind. Shardt (2015,
S. 52) nennt drei Methoden zur optimale Anpassung der Parameter: Die Momentenmetho-
de (engl. Method-of-Moments, MOM), welche den Unterschied zwischen den Momenten der
empirischen Verteilung und der Verteilungsfunktion minimiert. Den Schitzer der maximalen
Plausibilitit (engl. Maximum-Likelihood-Estimator, MLE), welcher die Plausibilitidtsfunktion
(engl. likelihood-function) als Zielfunktion der Optimierung verwendet. Sowie die Regressi-
onsmethode, welche den Fehler zwischen den zugrundeliegenden und den geschitzten Daten
minimiert. Dieser Fehler wird hiufig mit der Methode der kleinsten Quadrate definiert (engl.
Least-Square-Estimation, LSE) (Shardt, 2015, S. 93). Weitere Methoden konnen der Literatur
(Rohatgi et al., 2015, S. 337) entnommen werden. Aufgrund ihrer Relevanz fiir diese Arbeit
werden die Grundlagen der LSE- und MLE-Methode erldutert. Die MOM wird nicht verwendet,
da die Losung des ihr zugrundeliegenden Gleichungssystems schwierig ist und das Ergebnis
systematische Fehler aufweisen kann.

Shardt (2015, S. 93) definiert die Zielfunktion fiir die Methode der kleinsten Quadrate fiir eine
lineare Regression wie folgt:

min((y=AB) (=4 p)) (3.13)

mit der Regressionsmatrix A, welche Polynomfunktionen enthilt, dem Parametervektor 5 und
dem Datenvektor y. Die Losung der Zielfunktion (GI. 3.13) ist ein optimaler Parametervektor f3:

B = (AT A)_l ATy (3.14)
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Fiir den Schitzer der maximalen Plausibilitit definiert Shardt (2015, S. 52) zunéachst die Plau-
sibilitatsfunktion L(6|x):

Lok = | | £G.0) (3.15)
i=1

wobei 6 den Parametervektor, x den Datenvektor liber n Datenpunkte und f die Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion verkorpert. Da Summen numerisch effizienter zu handhaben sind als
Produkte, wird Gl. 3.15 durch Logarithmierung in eine logarithmische Plausibilitdtsfunktion
(engl. log-likelihood function) tiberfiihrt /(6|x) tiberfiihrt:

1(8]x) = log L(6]x) = Z f(x:,0) (3.16)
i=1

Diese Funktion wird nun maximiert durch das Ableiten von / nach 8, dem Nullsetzen dieser
Ableitung und dem Losen des daraus hervorgehenden Gleichungssystems. Beispielhaft sind in
Abbildung 3.6 zwei verschiedene angepasste Verteilungsfunktionen sowie die der Anpassung
zugrundeliegenden empirischen Verteilungen dargestellt. Dies sind die Volumenverteilung des
Tropfendurchmessers f3(dr|6) und die kumulative Volumensumme des Tropfendurchmessers
F3(dr|6). Die Form der beiden Verteilungsfunktionen wurden mit der LSE-Methode ermittelt.
Die Giite der durchgefiihrten Anpassung kann mithilfe graphischer und quantitativer Ansitze
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Abbildung 3.6: Mittels LSE angepasste Rosin-Rammler Verteilungen
f3(dr|lm =331,6 um, g = 1,88) und F3(dr|m = 313,1 um, g = 1, 66)

bewertet werden. Ein graphischer Ansatz ist das gegeneinander Auftragen der empirischen Wahr-
scheinlichkeitsdichte und der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (engl. Probability-Probability,
PP) dargestellt in Abb. 3.7a. Wenn die Kurve auf der Ausgleichsgeraden liegt, stimmt die an-
gepasste Verteilungsfunktion mit den zugrundeliegenden Daten iiberein. Analog dazu konnen
auch die Quantile gegeneinander aufgetragen werden (Quantil-Quantil, QQ). Das so entstehende
QQ-Diagramm ist in Abb. 3.7b abgebildet. Mit dem PP-Diagramm lésst sich die Anpassungs-
giite nahe der Mittelwerte besser beurteilen, wihrend QQ-Diagramme sensitiver beziiglich den
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Abbildung 3.7: Graphische Ansitze zur Beurteilung der Anpassungsgiite

Ridern sind (Thas, 2010, S. 62). Zur quantitativen Bewertung der PP- und QQ-Diagramme kon-
nen nach Gremmelmaier (2018, S. 26) verschiedene Metriken wie das BestimmtheitsmaB RZ,
der absolute mittlere Fehler (engl. Mean-Absolute-Error, MAE) und die Wurzel des mittleren
quadratischen Fehlers (engl. Root-Mean-Square-Error, RMSE) verwendet werden. Die empiri-
schen und geschitzten Wahrscheinlichkeiten konnen anhand der empirischen Anzahlsumme Q
und der angepassten kumulativen Verteilungsfunktion F' miteinander verglichen werden.

L Qi—F(xilo)  — 1 ¢
R: =1- 2=l T mitQ=- Y O, (3.17)
o L0i-0 n Z‘
1 n
MAEy, =~ > 10; - F(xl0)| (3.18)
i=1
- 0.5
RMSEpy = |~ > (i~ F(xil6))* (3.19)
i=1

Fiir die empirischen Quantile x; und geschitzten Quantile £; = F~'(A;|6) ergeben sich folgende
Zusammenhinge:

iy Xi — % 1
R =1-22" " mitx=- ) x (3.20)
a4 X=X n ;
1 © .
MAEy, =~ D b = &l (3.21)
i=1
| 0.5
RMSE,, = |- Z (xi —)el-)z) (3.22)
n
i=1

Wenn zur Modellierung der Daten die optimale Verteilungsfunktion und deren optimale Para-
meter feststehen, konnen daraus neue Stichproben erzeugt werden, die der optimalen Verteilung
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folgen. Dazu existieren nach Olver et al. (2013) u.a. folgende Verfahren: Die Inversionsmethode
(engl. inverse transform sampling), die Scheibenmethode (engl. slice sampling) (Neal, 2003) und
die Verwerfungsmethode (engl. rejection sampling) (L"Ecuyer, 2011). Aus einer kumulativen
Verteilungsfunktion F'(X|#) konnen mit der Inversionmethode neue Realisierungen x der Zu-
fallsvariable X generiert werden. Dazu werden gleichverteilte Zufallszahlen Y ~ U(0, 1) mit der
invertierten kumulativen Verteilungsfunktion F~!(Y) transformiert (Gl 3.23). Die so generierten
Realisierungen x folgen der Dichtefunktion f(X) und ihrer kumulativen Verteilungsfunktion
F(X).

x=F YY) mitY ~ U(0, 1) (3.23)

Da nicht von jeder kumulativen Verteilungsfunktion eine analytische Form ihrer Invertierung
existiert, sind weitere Methoden notwendig. Eine Moglichkeit besteht darin, statt der Invertierung

eine Nullstelle zu suchen:
F(x)-Y=0mitY ~U(0,1) (3.24)

Diese Variante der Inversionsmethode ist jedoch numerisch aufwéndig (Lista, 2017, S. 87). Dar-
tiber hinaus existieren fiir viele Verteilungsfunktionen weitere Algorithmen, um neue Stichpro-
ben zu generieren (International Organization for Standardization, 2010). Nach diesem Einblick
in die univariaten Ansitze zur statistischen Modellierung und Simulation von Sprays und den
zugrundeliegenden Methoden werden im néchsten Abschnitt die Methoden zur multivariaten
statistischen Modellierung und Simulation diskutiert.

3.4 Methoden zur multivariaten statistischen Modellierung und Simulation

In technischen Sprays sind die verschiedenen Tropfeneigenschaften wie Durchmesser, Position
und Geschwindigkeit voneinander abhiingig. Im Folgenden werden zuniéchst statistische Me-
triken vorgestellt, die die Abhingigkeit zwischen den Realisierungen zweier Zufallsvariablen
quantifizieren. AnschlieBend werden multivariate Modellierungsansitze diskutiert mit beson-
derem Fokus auf die in der Arbeit verwendenden Copulas und Copula-Konstruktionen. Dabei
spielt die Generierung neuer Stichproben eine zentrale Rolle.

3.4.1 Statistisch abhdngige und unabhéngige Zufallsvariablen

Die lineare Abhingigkeit zwischen den Realisierungen x und y zweier Zufallsvariablen X und
Y kann mit Hilfe des linearen Korrelationskoeffizienten ryy nach Pearson quantifiziert werden.
Dieser basiert auf der empirischen Kovarianz sxy, den dazugehorigen Varianzen sxx und syy
und den Mittelwerten x und y (Hirdle et al., 2015, Gl. 3.2, 3.3 u. 3.8).

1 n
sxy =~ ) (i =D (i =) (3.25)
i=1

1 & B
sxx = ;m - %)? (3.26)
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Sxy
VSxx Svy
Falls die Zufallsvariablen X und Y statistisch unabhingig sind, gilt rxy = 0. Die umgekehrte
Aussage gilt in keinem Fall (Hérdle et al., 2015, Theorem 3.1). Mit diesem Korrelationsko-

rxy = € [—1, 1] (327)

effizienten konnen nur lineare Abhidngigkeiten quantifiziert werden (Kumar, 2011, S. 309).
Strenggenommen ist das Konzept der Korrelation auch nur fiir multivariate Normalverteilungen
sowie multivariate sphirische und elliptische Verteilungen anzuwenden (Kumar, 2011, S. 310) .
Eine weitere Moglichkeit ist die Verwendung von Rangkorrelationen, da diese nicht auf lineare
Trends beschriankt sind (Puka, 2011). Ihre einzige Anforderung ist, dass der Trend in den Daten
kontinuierlich ansteigend oder fallend ist (Puka, 2011). Die Rangkorrelation basiert auf der
Rangtransformation der Zufallsvariable X bzw. ihrer Realisierungen x. Die Rangtransformation
von X wiederum entspricht der kumulativen Anzahl-Summe F;(X). Die Rangkorrelation misst
die Ubereinstimmung zwischen zwei rangtransformierten Datensitzen und beurteilt ihre Signi-
fikanz (Kumar, 2011, S. 310). Zwei Male fiir die Rangkorrelation sind Spearmans p; (Kumar,
2011, S. 310) und Kendalls 74 (Puka, 2011, S. 714).

Ps = TF(X),F(Y) (3.28)

ne—ng _ 2(nec—ng)

Ty = (3.29)

m n:-n
Dabei entspricht m der Anzahl der moglichen Vergleiche zwischen zwei Paaren (x;,y;) und (x;,y ;)
und n. bzw. n, repréasentieren die Anzahl an Paaren, die iibereinstimmen (engl. concordant) oder
nicht iibereinstimmen (engl. discordant) (Puka, 2011, S. 714). Beide Rangkorrelationen konnen
Werte zwischen -1 und 1 annehmen (Kumar, 2011, S. 310).

3.4.2 Multivariate Modellierungsansiatze

Multivariate Datensitze werden meist durch ihre multivariate Verteilung (engl. joint pdf)
fxy(X,Y) charakterisiert. Diese erfiillt die drei gingigen Eigenschaften einer univariaten
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion (GIl. 3.10, 3.9) (Shardt, 2015, S. 38). Aus einer bivariaten
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx y(x,y) lassen sich die dazugehdrigen univariaten Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen fy(x) bzw. fy(y) durch Integration iiber die jeweils andere
Zufallsvariable bestimmen (Shardt, 2015, Gl. 2.14). Diese werden auch Randverteilung (engl.
mariginal distribution) genannt.

fr(y) =[ fxy(x,y) dx (3.30)

Des weiteren kann aus der bivariaten Verteilung fy y(x,y) und der Randverteilung fx(x) die
bedingte Verteilung (engl. conditional pdf) fy|.(y|x) bestimmt werden. Hierbei ist y die Repri-
sentation der gesuchten Zufallsvariable und x die Bedingung (Shardt, 2015, Gl. 2.16).

fxy(x,y)

fY|x (ylx) =
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Anstatt des Begriffes Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion wird in dieser Arbeit die Be-
zeichnung bivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion verwendet, um den zweidimensionalen
Charakter der in dieser Arbeit verwendeten Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen zu
betonen. Eine empirische Reprisentation von multivariaten Verteilungen sind bivariate Hi-
stogramme. In Abbildung 3.8 sind die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte ¢ des Tropfen-
durchmessers dr und der axialen Tropfengeschwindigkeit u7 als rdumliche Darstellung (Abb.
3.8a) und als Graustufen-Darstellung (Abb. 3.8b) abgebildet. Beide Diagramme geben dieselbe
Information auf unterschiedliche Weise wieder. Die rdumliche Darstellung spiegelt die Auftre-
tenswahrscheinlichkeit einer Kombination von dy und ur durch die Hohe der Balken wieder.
Diese Hohe wird in der Graustufen-Darstellung in einen Grauton iibersetzt. Wie die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsdichte mit den Randverteilungen und den bedingten Verteilungen zusam-
menhingen wird in Abb. 3.9 gezeigt. Dort sind die bivariate Verteilung des Tropfendurchmessers
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Abbildung 3.8: Bivariate Histogramme

dr und der axialen Tropfengeschwindigkeit u7 (oben links) sowie die dazugehorigen Randver-
teilungen (unten links und oben rechts) dargestellt. Zusétzlich ist unten rechts die bedingte
Verteilung der axialen Tropfengeschwindigkeit ur unter der Bedingung, dass der Tropfendurch-
messer dr zwischen 200 und 210 um betrigt, abgebildet. Die Randverteilungen enthalten alle
in der bivariaten Verteilung enthaltenen Tropfen, wohingegen die bedingte Verteilung einen
Ausschnitt des Datensatzes reprisentiert. Nach diesem Einblick in die Darstellung von Zu-
sammenhingen zweier Variablen werden nun verschiedene Moglichkeiten zur Modellierung
multivariater Datensétze diskutiert.

Multivariate Modellierungsansitze sollen die Abhingigkeitsstruktur der Ausgangsdaten mog-
lichst getreu abbilden. Zudem muss die Moglichkeit gegeben sein, neue Stichproben zu generie-
ren, die der multivariaten Verteilung entsprechen. Diese Anforderungen erfiillen parametrische
Ansitze wie multivariate Verteilungsfunktionen (z.B. die multivariate Normalverteilung) und
nicht nichtparametrische Ansétze wie Kerndichteschitzer. Eine Einschrinkung der multivariaten
Verteilungsfunktionen ist, dass alle Variablen derselben Verteilung folgen miissen (Genest et al.,
2007, S. 347). Nach L’Ecuyer (2011, S. 993) und Johnson (2011) existieren zur multivariaten
statistischen Simulation u.a. folgende Ansétze:
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Abbildung 3.9: Bivariate Verteilung (oben links), dazugehorige Randverteilungen (un-
ten links, oben rechts) und bedingte Verteilung (unten rechts)

* Ansatz der bedingten Verteilung (engl. conditional distribution approach)
* Verwerfungsansatz (engl. rejection method).

* Copulas

Dariiber hinaus kann dazu auch das Markov-Chain-Monte-Carlo-Verfahren (engl. Markov-
Chain-Monte-Carlo-Method) mit seinen verschiedenen Algorithmen (Metropolis-Hastings, Gibbs-
Sampling, etc.) verwendet werden (L’Ecuyer, 2011, S. 991). Der Ansatz der bedingten Verteilung
basiert auf Gl. 3.31, wonach die bivariate Verteilung fx y(x, y) durch die Randverteilung einer
Zufallsvariablen fx(x) und der bedingten Verteilung der anderen Zufallsvariablen fy|(y) aus-
gedriickt werden kann (Johnson, 2011, S. 931). Dazu muss die bedingte Verteilung fy|.(y) fiir
alle moglichen Realisierungen x bekannt sein. Um mit dem Verwerfungsansatz Stichproben der
Verteilung fx y(x,y) zu generieren, wird zundchst eine Verteilung gy y(x,y) gesucht, aus der
leicht neue Stichproben erzeugt werden konnen und fiir die gilt, dass fxy(x,y) < a- gxy(x,y)
mit der Konstanten a (L’Ecuyer, 2011, S. 994). Nun werden solange Stichproben (x,,y,) aus
gx.y generiert und Stichproben u ~ U(0, 1), bisu-a-gx y(xg,yg) < fx,y(xg,ye) gilt (LEcuyer,
2011, S. 994). Dann entspricht (x,, y,) der gesuchten Realisierung (xz,yr) von fx y(x,y). Ein
weiterer Ansatz ist die Methode der Copulas, welche im folgenden Unterabschnitt erlautert wird.

3.4.3 Copulas und Copula-Konstruktionen

Die Methodik der Copulas wird in diesem Unterabschnitt erldutert. Auerdem wird diskutiert,
wie dieses Konzept durch Copula-Konstruktionen von bivariaten auf multivariate Daten erwei-
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tert werden kann. Anschlieend wird dargelegt, wie die optimalen Copulas und die optimalen
Copula-Parameter fiir einen bestimmten Datensatz ermittelt werden konnen. Darauf aufbauend
wird die statistische Simulation mit Copulas und Copula-Konstruktionen behandelt. Abschlie-
Bend werden verschiedene aktuelle Anwendungen von Copulas fiir bivariate und multivariate
Datensitze vorgestellt.

Copulas werden auch als bivariate Verteilungen mit gleichverteilten Réandern bezeichnet (Ge-
nest et al., 1986). Diese zentrale Eigenschaft wird durch die Rang-Transformation der zugrunde
liegenden Daten, hier im Beispiel sind dies u7 und dr, erreicht. Dazu werden die Daten in
aufsteigender Reihenfolge sortiert und jeder Zahlenwert durch eine Zahl a € (0, 1) ersetzt, die
seiner Position bzw. seinem Rang entspricht. Nach derselben Vorgehensweise werden die in
Abbildung 3.10 abgebildeten empirischen Anzahl-Summen F(u7) und F(dr) erstellt. Somit
sind die rang-transformierten Daten identisch mit den empirischen Anzahl-Summen der Daten.
Diese wiederum werden auch als Ridnder oder Randverteilung der bivariaten Verteilung bezeich-
net. Dabei ist zu beachten, dass die rang-transformierten Daten gleichverteilt sind: F'(u7) und
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Abbildung 3.10: Empirische Anzahl-Summe der Daten in Abb. 3.9

F(dr) ~ U(0,1). Die empirische bivariate Verteilung der rang-transformierten Daten F(ur)
und F(dr) ist in Abb. 3.11 (links) als Streudiagramm und Abb. 3.11 (rechts) als Hohenli-
niendiagramm der geschitzten Kerndichte dargestellt. Sie zeigen eine nichtlineare umgekehrt
proportionale Abhingigkeit zwischen der axialen Tropfengeschwindigkeit und dem Tropfen-
durchmesser. Diese Abhingigkeitsstruktur kann durch Copulas abgebildet werden.

Die Eigenschaften von Copulas lassen sich auch mathematisch beschreiben. Die gemeinsame
Anzahl-Summe Fy y(x, y) kann durch eine Copula C mit deren kumulativen Randverteilungen
Fx(x) und Fy(y) - den rang-transformierten Variablen - verkniipft werden (Genest et al., 2007,
Gl 1).

Fxy(x,y) = C{Fx(x), Fy(y)} (3.32)
Durch die Wahl von parametrischen Verteilungen fiir C, Fx und Fy kann ein giiltiges Modell fiir
Fx y(x,y) generiert werden (Genest et al., 2007). So konnte Fx einer Normalverteilung und Fy

einer Gammaverteilung folgen und die Copula C konnte aus der Farlie-Gumbel-Morgenstern-
Familie gewihlt werden (Genest et al., 2007, GI. 2), mit:

Cluv|)=u-v+9-u-v(l —u)(l-v) (3.33)
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Abbildung 3.11: links: Streudiagramm mit 3500 aus 177000 Tropfen, rechts: Hohenlini-
endiagramm der geschiatzten Kerndichte basierend auf 177000 Tropfen

und u, v € [0, 1] sowie dem Parameter ¢ € [—1, 1] (Genest et al., 2007).
Falls beide Zufallsvariablen nicht von einander abhingen, konnte die Unabhingigkeitscopula -
auch Produktcopula genannt - verwendet werden (Kumar, 2011, S. 311):

Clu,v)=u-v (3.34)
Fiir die gemeinsame Dichtefunktion fx y(x,y) gilt (Kumar, 2011, S. 311):
Ixy(x,y) = C{Fx(x), Fy(y)} - fx(x) - fr(y) (3.35)
Dieser Ausdruck lasst sich mit GI. 3.31 umformen zu (Mai et al., 2012, GI. 5.2):
fxiy(xly) = C{Fx(x), Fy(y)} - fx(x) (3.36)

Basierend auf ihren Eigenschaften konnen die Copula-Familien verschiedenen Klassen zugeord-
net werden. Mai et al. (2012) diskutieren Archimedische Copulas (engl. Archimedean Copulas),
Marshall-Olkin Copulas und elliptische Copulas. Im Folgenden wird die sehr hdufig genutzte
Klasse der Archimedischen Copulas néher erldutert. Eine Archimedische Copula C,(x,y) hat
im zweidimensionalen Fall folgende Form (Mai et al., 2012, S.59):

Cotx) = ¢ (¢7 @) +¢7 () (3.37)

und besteht aus einer Funktion ¢ : [0,00) — [0, 1], auch Generator der Copula genannt und
ihrer Inverse <p‘1 (Mai et al., 2012, S.59). Der Generator der Clayton-Familie und seine Inverse
ist wie folgt definiert (Mai et al., 2012, GI. 2.11):

e(x)=(1+x) Y o lx)=x" -1, ¥ € (0, ) (3.38)
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wobeli  der Formparameter dieser Copula ist. Der Generator der Frank-Familie und seine Inverse
sind (Mai et al., 2012, GI. 2.9):

¢u):€;kg(f%eﬁ—1)+q (3.39)
B e—ﬂx -1
@ I(X) = —log (e_ﬂ——]) (340)

mit dem Copula-Parameter ¢ € (0, o). Der Generator der Gumbel-Familie und seine Inverse
lauten (Mai et al., 2012, GI. 2.12):

1/9

p(x)=e" (3.41)
o7 (x) = (~log(x))” (3.42)

mit dem Copula-Parameter ¢ € (1, oo). Exemplarisch sind in Abbildung 3.12 die Wahrschein-
lichkeitsdichten der zuvor definierten Copula-Familien dargestellt. Eine detaillierte Diskussion
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Abbildung 3.12: Wahrscheinlichkeitsdichten der Copula-Familien Clayton (links, ¢ =
1.5), Frank (mitte, 9% = 3.0) und Gumbel (rechts, % = 2.0).

von Copulas und eine Auflistung der existierenden Copula-Familien und Klassen kann der Lite-
ratur (Joe, 2014; Mai et al., 2012; Nelsen, 2006) entnommen werden. Die Definitionen der fiir
diese Arbeit relevanten Copula-Familien sind in Anhang A.9 aufgefiihrt.

Nach der Diskussion der Copulas und ihrer Eigenschaften, wird nun die Copula-Konstruktion
eingefiihrt. Der Fall der bisher betrachteten bivariaten Verteilungen, kann unter Zuhilfenahme
der bedingten Verteilung (Gl. 3.31) auf multivariate Verteilungen erweitert werden (Mai et al.,
2012, S. 185). Fiir eine fiinfdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte f(x, x2,x3, x4, x5) lautet
der Zusammenhang nach Mai et al. (2012, Gl. 5.3) wie folgt:

f(x1,x2,x3,x4,x5) = f(x1)- f(xalx1) - f(x3lxr,x2) - f (xalx1, x2,x3) - f(x5]x1, %2, x3,x4) (3.43)

Die dabei entstehenden bedingten Verteilungen konnen nach GI. 3.36 durch Copulas mit den
Randverteilungen verkniipft werden (Mai et al., 2012, Gl. 5.4a-d).

fxalx1) = co1(Fa, Fr) - f(x2) (3.44)
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f(xslxt, x2) = e300 (F3p1, Fapn) - f(x3lx1) = e300 (Fap1, F21) - ¢31(F3, Fr) - f(x3)  (3.45)

F(xalxt,x2,x3) = cann3 - f(xalxi,x3) = cappiz-canps - fxalxz)

(3.46)
=C4213 " C413 - €43 - f(x4)

F(xslxr,x2,x3,x4) = cs5o134 - f(X51X1,X3,X4) = €52134 - C54013 - €531 - 5.1 - f(x5) (3.47)
Damit ergibt sich nach Mai et al. (2012, GI. 5.5) folgende fiinfdimensionale Verteilungsfunktion:

F(x1,X2,X3,X4,X5) = €52/13,4 * C5.413 * C42|1,3 * C53|1 * C4,1)3 * C32|1*
€51 C43-C3,1 - C21 (3.48)

J(xs) - f(xa) - f(x3) - f(x2) - fx1)

Diese besteht im hier dargestellten fiinfdimensionalen Fall aus dem Produkt von drei bedingten
Copulas c; jx mit einer Bedingung, zwei bedingten Copulas c; j|x,; mit zwei Bedingungen, einer
bedingten Copula c; j|k1,» mit drei Bedingungen und vier unbedingten Copulas c; ; sowie fiinf
Randverteilungen f(x;). Die Anzahl der Copulas entspricht dabei der Anzahl der moglichen
Paare aus den fiinf Variablen. Die Struktur der Copula-Konstruktion in Gleichung 3.48 kann
auch mit Biumen der Graphentheorie dargestellt werden. In Abbildung 3.13 sind vier Baume
T; abgebildet. Jede Verbindungslinie entspricht dabei einem unbedingten oder bedingten Copu-
la. Die Struktur des ersten Baumes 77 bestimmt die Knoten des folgenden Baumes 7, und so

2,413 5,413
CaD)—22-Cas )G Ty
5,21134

Cras D2 CGoans D T,

Abbildung 3.13: Baumdarstellung einer fiinfdimensionalen Copula-Konstruktion (Mai
et al., 2012, Fig. 5.3)

weiter. Auf diese Weise ergeben sich mehrere Moglichkeiten fiir die Struktur der Baume bzw.
der Copula-Konstruktion. Eine Sequenz von Biumen 7; wird auch als Vine (Engl. fiir Rebe)
bezeichnet. Eine Sequenz, die d Elemente beschreibt, besteht aus d — 1 Baumen (Mai et al.,
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2012, S. 192). Diese konnen anhand ihrer Struktur wie folgt klassifiziert werden: Regular Vines
(R-Vines) bestehen aus einem ersten Baum mit d Knoten. Jeder weitere Baum hat einen Knoten
weniger und Knoten, die mit einander verbunden sind, miissen ein Element gemeinsam haben
(Mai et al., 2012, S. 192). D-Vines sind spezielle R-Vines, bei denen jeder Knoten mit maximal
zwei anderen Knoten verbunden ist (Mai et al., 2012, S. 196). Ein anderer Spezialfall des R-Vines
ist der C-Vine. Fiir C-Vines gilt, dass es pro Baum 7; einen Knoten gibt, der mit d —i Knoten ver-
bunden ist (Mai et al., 2012, S. 196). In Abbildung 3.14 (links) ist ein fiinfdimensionaler D-Vine
und in Abbildung 3.14 (rechts) ein fiinfdimensionaler C-Vine dargestellt. Die Strukturen einer

T,
T, O0—O0—0—0—=0
T, O—O0—O0—O0 : l : b
T, O—O—O0 0—O—0 T
T, O—O o—0 T
(a) D-Vine (b) C-Vine

Abbildung 3.14: Baumdarstellung verschiedener fiinfdimensionaler Vines (Mai et al.,
2012, Fig. 5.5)

Copula-Konstruktion wird zumeist mit Algorithmen bestimmt, die anstatt der graphischen Vine-
Struktur eine Matrix-Notation verwenden. Fiir n-dimensionale R-Vines kann die Vine-Struktur
mit einer Dreiecksmatrix M"™" mit den Eintrdgen m; ; € [1,2,3,...,n] fiir i < j beschrieben
werden (Mai et al., 2012, S. 196 ff.). Die Matrix M in GI. 3.49 représentiert die in Abb. 3.13
dargestellte Baumstruktur (Mai et al., 2012, GIl. 5.9). Dabei entsprechen die Zahlen auf der
Diagonalen (fett) den fiinf Variablen 1 bis 5. Die weiteren Eintrége einer Spalte beschreiben die
Variablen, mit denen die Variable auf der Diagonalen ein Copula-Paar bildet.

4 4311
3433

1 4 4 (3.49)
2 2

5

Die Modellbildung einer Copula-Konstruktion, die auf einem R-Vine basiert, umfasst drei Schrit-
te (Dimann et al., 2013, S. 60). Erstens die Definition der Sequenz der Biume bzw. des Vines
bzw. der Struktur der Copula-Konstruktion. Zweitens die Auswahl der Verteilungsfunktionen
bzw. der Copula-Familien, mit welchen die Copulas beschrieben werden sollen. Drittens die
Bestimmung der Parameter einer jeden Copula-Familie. Die so entstandene multivariate Vertei-
lung wird auch R-Vine-Verteilung genannt (Dimann et al., 2013, S. 53). Dariiber hinaus sind
Verteilungsfunktionen fiir die Randverteilungen auszuwihlen und ihre Parameter zu bestimmen
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(siehe Abschnitt 3.3.2). Ein entscheidender Vorteil der Copula-Konstruktion gegeniiber anderen
Methoden ist, dass die Modellierung der Abhangigkeitsstruktur durch die Copulas unabhéngig
von der Modellierung der Rinder ist (Genest et al., 2007, S. 347).
Die Struktur einer R-Vine-Verteilung (Siehe Abb. 3.13) beschreiben Dilmann et al. (2013, S. 53)
wie folgt: Eine n-dimensionalen R-Vine-Verteilung besteht aus einem ersten Baum 77 mitn — 1
Paaren von Variablen. Diese n — 1 Variablenpaare werden direkt durch die Copulas beschrieben.
Daraus ergibt sich der zweite Baum 7, mit n — 2 bedingten Variablenpaaren, welche mittels der
Copulas modelliert werden. Im folgenden Baum 73 finden sich n — 3 bedingte Variablenpaare
mit zwei bedingten Variablen. Diese Sequenz an Biumen setzt sich solange fort, bis im letz-
ten Baum ein bedingtes Variablenpaar mit n — 2 bedingten Variablen auftritt. DiBmann et al.
(2013) haben ein sequentielles heuristisches Verfahren entwickelt, welches alle drei Punkte der
Modellbildung umfasst, indem es Baum fiir Baum zunichst die Baumstruktur, dann die Copula-
Familien und schlieBlich die optimalen Parameter der Copula-Familien bestimmt. Die Struktur
des ersten Baums 77 wird so gewihlt, dass die Summe der Rangkorrelation 7; (GI. 3.29) der
Variablenpaare maximal ist. Dann wird fiir jedes Variablenpaar im ersten Baum 77 eine opti-
male Copula-Familie gewihlt und deren Parameter geschitzt. Dazu verwenden Difmann et al.
(2013) fiir positive Abhingigkeiten u.a. die Gaul3-, Gumbel-, Frank- und die Unabhingigkeits-
Copula. Bei einer negativen Abhéngigkeit empfehlen sie anstatt der Gumbel-Copula rotierte
Gumbel-Copulas zu verwenden. Fiir jede Copula-Familie wird mittels eines Verfahrens, das im
Wesentlichen auf einem Schitzer der maximalen Plausibilitéit (engl. MLE, siehe GI. 3.15 und
Gl. 3.16) basiert (Genest et al., 2007, S. 355), ein optimaler Parametersatz ermittelt. Um die
optimale Copula-Familie auszuwihlen, wird fiir jede Copula-Familie das Informationskriteri-
um nach Akaike (engl. Akaike-Information-Criterion, AIC) (Akaike, 1998) berechnet und die
Copula-Familie mit dem kleinsten AIC-Wert gewihlt. Fiir alle weiteren Baume 73 bis 7,,—; wird
genauso vorgegangen.
Nachdem nun die Vorgehensweise zur Ermittlung eines optimalen Modells zur Beschreibung
der mehrdimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion diskutiert wurde, wird im Folgenden
erldutert, wie auf Basis dieses Modells neue Stichproben generiert werden konnen. Im Rahmen
der statistischen Simulation werden Stichproben erzeugt, deren multivariate Verteilung der mul-
tivariaten Verteilung entspricht, die mit der zuvor definierten Copula-Konstruktion beschrieben
wird. Dazu wird ein Zusammenhang zwischen einer bedingten kumulativen Verteilungsfunktion
F(uy|uy) und der dazugehorigen Copula C(uy, us, 8) benotigt (Mai et al., 2012, S. 203):

M1, 12,6) = Flaup) = 21220 (350)

(5142
Da die statistische Simulation im Wesentlichen auf der Inversen Transformation (engl. Inverse
Transform Sampling, Gl. 3.23) basiert, wird auch die Inverse der bedingten Verteilungsfunktion
h_l(ul, up, 0) bendtigt (Mai et al., 2012, S. 203). Fiir bivariate Archimedische Copulas, wie
Frank, Clayton oder Gumbel, konnen die #-Funktion und ihre Inverse als Funktion des Generators
der Copula-Familie ¢ und seiner Inversen ¢! ausgedriickt werden (Mai et al., 2012, G1. 5.11 u.
5.12):
¢ (¢~ (un) + (¢~ (u2))
¢’ (¢~ (u2))

h(ui,uz, p) = (3.51)
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M¢(>) (3.52)

h (ur, uz, @) :SD( ;

2

wobei ¢’ die Ableitung des Generators darstellt. Mit der Clayton-Copula ldsst sich eine Stich-

probe der Variable u; mit der dazugehorigen Bedingung u;, dem Copula-Parameter 6 und der
Realisierung einer gleichverteilten Zufallszahl p ~ U(0, 1) generieren:

-1/0
urluy = ' (pyuz, 0) = |(p - uft) ™00+ 4 1 — 4" (3.53)

Die Herleitung der h-Funktionen und ihrer Inversen 4~! fiir weitere Copula-Familien kann Mai
et al. (2012, S. 2041t.) und Joe (2014) entnommen werden. Geschlossene Formen der inversen
h-Funktion konnen nicht fiir alle Copula-Familien angegeben werden (Mai et al., 2012, S. 204).
In diesem Fall erfolgt die Invertierung numerisch.

Zur Generierung neuer Stichproben uj,...,.u,, aus einer R-Vine-Verteilung mit n Dimensionen
beschreiben Mai et al. (2012, Algorithm 5.5) eine Berechnungsvorschrift (Algorithmus 1).
Dabei werden gleichverteilte Zufallszahlen W; entsprechend der Eintrdge in den Matrizen V
(Mai et al., 2012, GIl. 5.21) und V2 (Mai et al., 2012, GIl. 5.21) transformiert:

uj us3

1753 3 Uq Us

F(uzlum, 5)  F(uslum, 3) F(ualum, 4) F(uslum, 5)

V= Fuslumy 3ttmy 3)  F(uslim 4ottmy ) Fuslum, stm, 5) (3.54)
F(u4|um|’4sum2,4,um3’4) F(u5|um1’51um2,5,um3,5

F(”S |”’"1,5 ’”mz,s sum3’5 sumél’s)

u uz u3 U4 us
F(uml’z |l/{2) F(umlﬁ |M3) F(Mm1,4|u4) F(Mmlj |M5)
V2 — F(um2!3|uml’3su3) F(un12,4|um1,4,u4) F(un12’5lum1!57u5) (3.55)
F(um3’4|uml’4»um2’4au4) F(um_gj |um|’5 »Mm2,5 7”5)
F (g sty 5oty 5sttms s:15)
hierbei entsprechen die Indices m; ; den Eintrigen der Matrix M. Die Matrix M wird durch
Substitution der Zahlen, die die Variablen benennen, aus der Matrix M (siehe GI. 3.49) gebildet.
Die Substitution erfolgt so, dass die Eintriige auf der Diagonalen von M von links nach rechts
aufsteigend sortiert sind. Die bedingten kumulativen Verteilungsfunktionen F' konnen je nach
Copula-Familie durch die entsprechenden /4-Funktionen ersetzt werden (Gl. 3.50). Die Parame-
ter der dazugehorigen Copulas sind in der Dreiecksmatrix 6 abgelegt. Alle vier Matrizen haben
die Grofle n x n und sind die Basis fiir Algorithmus 1 zur Simulation einer n-dimensionalen
R-Vine-Verteilung.
Die Riicktransformation der Realisierungen uy,...,u, einer R-Vine-Verteilung aus dem Einheits-
raum [0,1] in den urspriinglichen Raum erfolgt mit der Inversionsmethode (engl. Inverse Trans-
form Sampling, siehe GI. 3.23, Mai et al. (2012, S. 204)):

x; = F7'(u;) fiiri=1Dbisn (3.56)

wobei F~! die invertierte kumulative Verteilungsfunktion darstellt.

Die Anwendungen von zweidimensionalen Copulas und mehrdimensionalen Copula-Konstruktionen
sind vielfiltig. Bei der Modellierung von Verbrennungsvorgingen werden Copulas genutzt, um
den Zusammenhang zwischen dem Mischungsbruch und der Fortschritts-Variable der Reaktion



60 Verwendete Methoden

Algorithmus 1 : Statistische Simulation einer n-dimensionalen R-Vine-Verteilung aus
(Mai et al., 2012, Algorithm 5.5)

1 Ziehe Stichproben W; ~ U[0,1], i=1,...,n;

2 Vi =Wy

3 fori=2,..,ndo

4 Vii=Wi;

5 for k=i-1,...,1 do

6 if Mg ;i = Iﬂk’i then

7 | Viei = B (Vieris Vi O,i);

8 else

9 ‘ Vii = ' (Visni, Vlf,mk,,-’ Or.i);

10 end

1 if i < d then

12 if mg ;= mk,i then

13 ‘ Via: = MVicg s Viis Oks1,0);
14 else

15 ‘ V]3+1’i = h(V,f,,ﬁk’l_, Vi,i» Ok+1,i)
16 end

17 end
18 end

19 end
20 Ui = V]y,', = 1, R (X

abzubilden (Darbyshire et al., 2012; Matheson, 2019). In der Hydrologie werden der Volu-
menstrom und der Pegelstand eines Flusses durch Copulas verkniipft (Genest et al., 2007;
Papaioannou et al., 2016). Zweidimensionale Copulas werden auch bei der Bewertung der Wirt-
schaftlichkeit im Gesundheitswesen angewandt (Alava et al., 2018). Vierdimensionale Copula-
Konstruktionen finden Verwendung in der Wettervorhersage, um die Variablen Lufttemperatur,
Luftdruck, Niederschlagswahrscheinlichkeit und Windgeschwindigkeit zu verkniipfen (Schef-
zik et al., 2013). Im Finanzwesen werden die Abhingigkeiten der Aktienkurse von 10 DAX-
Unternehmen mit einer zehndimensionalen Copula-Konstruktion abgebildet (Mai et al., 2012,
S. 223). Mit einer 16-dimensionalen Copula-Konstruktion werden verschiedene Moglichkeiten
des internationalen Eigenkapitals, festverzinslichen Einkommens und mehrerer Rohstoffindizes
miteinander verkniipft (DiBmann et al., 2013). Weitere Anwendungen von Copulas und Copula-
Konstruktionen im Kontext der Energie, Waldwirtschaft und der Umweltwissenschaften werden
von Bhatti et al. (2019) diskutiert. Nach den vielféltigen Einblicken in die fiir diese Arbeit rele-
vanten numerischen und statistischen Methoden, werden in den folgenden Kapiteln die einzelnen
Schritte des Gesamtkonzepts dieser Arbeit (siche Abb. 3.2) erldutert. Die zur multivariaten sta-
tistischen Modellierung notwendigen Daten - Tropfengrof3e, -position und -geschwindigkeit
sind experimentell bei triebswerksidhnlichen Bedingungen schwer zu erfassen. Deshalb werden
im Rahmen dieser Arbeit Zweiphasensimulationen mit der SPH-Methode durchgefiihrt. Die
durchgefiihrten SPH-Simulationen und erste Ergebnisse daraus werden im folgenden Kapitel
vorgestellt.
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In diesem Kapitel werden die zur Generierung der Spraydaten durchgefiihrten SPH-Simulationen
diskutiert. Sie sind der erste Arbeitsschritt des in Abb. 3.2 dargestellten Gesamtkonzepts die-
ser Arbeit. Die SPH-Simulationen entstanden in Zusammenarbeit mit Samuel Braun - einem
damaligen Kollegen am ITS. Der verwendete Simulationscode wurde am ITS entwickelt (siehe
Unterabschnitt 3.2). Die Definition des Rechengebiets und der Betriebspunkte erfolgte gemein-
sam mit Samuel Braun. Die SPH-Simulationen wurden auf dem GroBrechner ForHLR I in
Karlsruhe von Samuel Braun durchgefiihrt. Ausgewertet wurden die Simlationsergebnisse vom
Autor dieser Arbeit. Im folgenden Abschnitt werden zunéchst die untersuchten Betriebspunkte
diskutiert. Dann werden die untersuchte Zerstaubergeometrie sowie das daraus abgeleitete Re-
chengebiet und die Randbedingungen erldutert. Weitere Details zu den SPH-Simulationen sind
in Anhang A.3 dokumentiert. Aulerdem ist die Abschitzung der turbulenten Skalen im Re-
chengebiet in Anhang A.4 dokumentiert. Darauf folgen erste Ergebnisse der SPH-Simulationen,
die die notwendige Grundlage fiir die Diskussion des Sprays in Kapitel 5 schaffen. Zunéchst
wird das Stromungsfeld der Gasphase analysiert (Abschnitt 4.3). Anschlieend wird diskutiert,
welche charakteristischen Phidnomene der luftgestiitzten filmlegenden Zerstiubung von den
SPH-Simulationen wiedergegeben werden (Abschnitt 4.4). AbschlieBend wird das Verhalten
der Fliissigkeit auf und am Filmleger diskutiert, da dies einen groBen Einfluss auf das Spray hat
(Abschnitt 4.6). Teile dieses Kapitels wurden bereits publiziert (Holz et al., 2019).

4.1 Untersuchte Betriebspunkte

Die untersuchten Betriebspunkte orientieren sich an den Betriebsbedingungen in Triebwerks-
brennkammern (Siehe Tab. A.2) und an Erfahrungswerten zu den Luftdriicken und Luftge-
schwindigkeiten, bei denen die Zweiphasensimulationen mit der SPH-Methode zuverldssige
Ergebnisse liefern (Siehe Abschnitt 2.4.2). Zusitzlich ist zu beriicksichtigen, bei welchen Be-
triebsbedingungen experimentelle Daten von Gepperth (2018) (Siehe Tab. A.1) vorliegen. Au-
Berdem ist die Anzahl der durchfiihrbaren Simulationen durch den nicht unerheblichen nume-
rischen Aufwand begrenzt. In Tabelle 4.1 sind die 14 Simulationen, die im Rahmen dieser
Arbeit durchgefiihrt wurden, aufgelistet. Neben den relevanten Eigenschaften der Gasstromung,
sind die Eigenschaften der zerstdubten Fliissigkeit sowie ein variiertes Merkmal der Zerstau-
bergeometrie - die Hohe der Zerstduberkante hzx - angegeben. Es wurden Simulationen bei
Umgebungsbedingungen und bei den Druckniveaus 5 bar und 15 bar durchgefiihrt. Analog zur
Triebwerksbrennkammer wurde eine isentrope Zustandsdnderung der Luft auf die erhohten
Druckniveaus pg angenommen. Die Gasgeschwindigkeiten ug von 50 bis 90 m/s orientieren
sich an den zur Verfiigung stehenden experimentellen Daten von Gepperth (2018) (Tab. A.1) und
an den Bedingungen in der Triebwerksbrennkammer (Tab. A.2). Als Fliissigkeit wird analog zum
Experiment von Gepperth der Ersatzkraftstoff Shellsol D70 verwendet. In allen Simulationen
werden die Eigenschaften von Shellsol D70 bei Umgebungsbedingungen verwendet. Dies ist der
Tatsache geschuldet, dass aus dem Experiment die Temperatur der Fliissigkeit auf dem Filmleger
nicht bekannt ist, aber in sehr guter Niherung angenommen werden kann, dass diese der Raum-
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Tabelle 4.1: Ubersicht der durchgefiihrten SPH-Simulationen

Nr. | pc | TG PG MG UG PF MUF OFG hzk
1 1 |[293| 1,19 1,82 50 770 156 27,5 640
2 1 |[293| 1,19 1,82 60 770 156 27,5 640
3 1 |[293| 1,19 1,82 70 770 156 27,5 640
4 1 293 | 1,19 1,82 90 770 156 27,5 640
5 1 293 | 1,19 1,82 70 770 156 27,5 230
6 1 293 | 1,19 1,82 90 770 156 27,5 230
7 5 | 464 | 3,75 2,58 70 770 156 27,5 640
8 5 | 464 | 3,75 2,58 90 770 156 27,5 640
9 5 | 464 | 3,75 2,58 70 770 156 27,5 230
10 | 5 | 464 | 3,75 2,58 90 770 156 27,5 230
11 | 15 | 635 | 8,22 3,21 70 770 156 27,5 640
12 | 15 | 635 | 8,22 3,21 90 770 156 27,5 640
13 | 15 | 635 | 8,22 3,21 70 770 156 27,5 230
14 | 15 | 635 | 8,22 3,21 90 770 156 27,5 230
bar | K | kg/m? | 10°Ns/m? | m/s | kg/m> | 10°°Ns/m?* | 1073N/m | um

temperatur entspricht. Die Filmbeladung betrug bei allen Simulationen V/b;;,, = 75 mm?. Die
Wahl der Filmhohe und -geschwindigkeit am Einlass werden in Abschnitt 4.2 diskutiert. Die
Hohe der Zerstduberkante entspricht mit 4z = 230 und 640 um den Werten der von Gepperth
(2018) untersuchten Filmleger.

Die in Tab. 4.1 vorgestellten SPH-Simulationen bilden die Stiitzstellen fiir die spitere Bildung
von Metamodellen bzw. Korrelationen (Vgl. Abschnitt 3.1 und Kapitel 7). Wie gezeigt werden
wird, bieten sich dafiir die dimensionslosen Kennzahlen der luftgestiitzten filmlegenden Zerstéu-
bung als Eingangsgrofien an (Siehe Unterabschnitt 2.2.2). In Tab. 4.2 sind die einzelnen Werte
der Kennzahlen fiir jede Simulation aufgefiihrt. Im Folgenden werden die durch die Simulatio-
nen abgedeckten Wertebereiche und ihre Implikationen auf den Zerfallsprozess diskutiert. Die
auf der Hohe der Zerstduberkante basierende aerodynamische Weberzahl We,,, € [49, 1549]
deckt einen etwas grofleren Bereich als die Experimente von Déjean et al. (2016, Fig. 15¢) bei
Umgebungsbedingungen ab und stimmt zu grolen Teilen mit dem von den Hochdruckexpe-
rimenten von Gepperth abgedeckten Bereich (Chaussonnet et al., 2020, Tab. 3) iiberein. Die
Werte des Impulsverhiltnisses M € [4,4, 98,4] und des Verhiltnisses der Grenzschichtdicken
L € [63, 83] entsprechen dem von Déjean et al. (2016, Fig. 7) definierten Ansammlungsregime.
Dabei sammelt sich die Fliissigkeit an der Zerstduberkante des Filmlegers und 16st periodisch
von der Zerstduberkante ab. Die Werte der Grenzschichtdicke 6zx € [1,47, 1,95] mm und der
damit gebildeten aerodynamischen Weberzahl Wes,, € [210, 3562] bewegen sich innerhalb
der Werte, die die Hochdruckexperimente von Gepperth (Chaussonnet et al., 2020, Tab. 3) ab-
decken. Somit ist in den SPH-Simulationen ein Zerfallsprozess zu erwarten, bei dem sich eine
Fliissigkeitsansammlung an der Zerstduberkante bildet und der in seiner Charakteristik mit den
experimentellen Beobachtungen von Déjean et al. (2016) und Gepperth (2018) und Chaussonnet
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Tabelle 4.2: Kennzahlen der luftgestiitzten filmlegenden Zerstaubung fiir die durchge-
fiihrten SPH-Simulationen

Nr. | Wep,o | M | L | 6zk | Res, i | Wes, | Ohs, i | D H
1 69 44 163|195 | 6352 210 0,0788 | 647 | 0,33
2 100 6,3 | 65| 1,90 | 7426 295 0,0799 | 647 | 0,34
3 136 86 | 66 | 1,85 | 8475 393 0,0808 | 647 | 0,35
4 224 142 1 69 | 1,79 | 10512 627 0,0822 | 647 | 0,36
5 49 86 | 66| 185 | 8474 393 0,0808 | 647 | 0,12
6 81 142169 | 1,79 | 10512 627 0,0822 | 647 | 0,13
7 428 272 |74 | 1,65 | 16852 | 1105 | 0,0855 | 205 | 0,39
8 707 | 44,9 | 77 | 1,59 | 20902 | 1762 | 0,0871 | 205 | 0,40
9 154 | 27,2 | 74 | 1,65 | 16852 | 1105 | 0,0855 | 205 | 0,14
10 254 1 449 |77 | 1,59 | 20902 | 1762 | 0,0871 | 205 | 0,14
11 937 59,5 | 81 | 1,52 | 27344 | 2234 | 0,0890 | 93 | 0,42
12 | 1549 | 984 | 83 | 1,47 | 33916 | 3562 | 0,0907 | 93 | 0,44
13 337 59,5 | 81 | 1,52 | 27344 | 2234 | 0,0890 | 93 | 0,15
14 557 98,4 | 83 | 1,47 | 33916 | 3562 | 0,0907 | 93 | 0,16

- - - | mm - - - - -

et al. (2020) tibereinstimmt. Nach der Diskussion der untersuchten Betriebsbedingungen wer-
den im folgenden Abschnitt die untersuchte Zerstaubergeometrie sowie das daraus abgeleitete
Rechengebiet und die Randbedingungen der SPH-Simulationen vorgestellt.

4.2 Zerstaubergeometrie, Rechengebiet und Randbedingungen

Das Rechengebiet der SPH-Simulationen ist den ebenen Filmlegern, die Gepperth (Gepperth et
al., 2013; Warncke et al., 2017; Gepperth, 2018; Chaussonnet et al., 2020) untersuchte, entlehnt.
In Abb. 4.1 ist links der experimentell untersuchte Filmleger im Mittelschnitt dargestellt (Vgl.
Abb. 2.5). Luft stromt tiber und unter dem Tragfliigelprofil. Die graue Fldche reprisentiert die mit
Fliissigkeit benetzte Fliche des Filmlegers. Am Filmleger wird ein kartesisches Koordinatensys-
tem eingefiihrt. Dabei entspricht die x-Achse der senkrecht zur Zerstauberkante ZK orientierten
Hauptstromungsrichtung. Die z-Achse ist senkrecht zur Schnittebene des Tragfliigelprofils aus-
gerichtet. Orthogonal zu beiden Achsen ist die y-Achse orientiert. Zweiphasensimulationen
erfordern eine sehr feine Auslosung in Raum und Zeit. Die vollstindige Simulation der ex-
perimentell untersuchten Filmlegergeometrie iibersteigt die Leistungsfahigkeit der gegenwirtig
verfligbaren Supercomputer bei weitem. Deshalb wird fiir die SPH-Simulationen ein zweidimen-
sionaler Ausschnitt am Ende des Tragfliigelprofils als Rechengebiet gewihlt (Abb. 4.1 rechts).
Dieser Ansatz ist an vorhergehende Simulationen angelehnt (Koch et al., 2017). In das 8 mm
lange Rechengebiet ragt das 2 mm lange Ende des Filmlegers. Die Linge des Filmlegerendes
entspricht ca. 4 % der benetzten Linge des experimentell untersuchten Filmlegers. Die Linge



64 Simulation der Zerstaubung
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Abbildung 4.1: Experimentell untersuchter Filmleger (links) und das daraus abgeleitete
Rechengebiet (rechts), entnommen aus Holz et al. (2019, Fig. 3)

des Rechengebiets stromab der Zerstduberkante entspricht 50 % des Messbereichs der Schatten-
bildaufnahmen von Gepperth (Tab. A.1). Die Hohe der Zerstauberkante 4 zx entspricht den von
Gepperth gewihlten Werten von 230 und 640 um. Die Kanalhohe iiber und unter dem Filmleger
betragt jeweils 4 mm, was 50 % der Kanalhthe im Experiment entspricht.

Die Luft durchstromt das Rechengebiet von links nach rechts. An den beiden Einldssen wird
ein Geschwindigkeitsprofil vorgegeben. Dieses setzt sich aus einer linear ansteigenden Ge-
schwindigkeit in den Grenzschichten mit einer Grenzschichtdicke von 45s=500 pm und einem
Blockprofil in der Kanalmitte mit u(y) = ug zusammen. Am rechten Rand wird eine Aus-
lassrandbedingung definiert. Das Ende des Filmlegers und die Kanalwinde werden als Haft-
bedingung (¢ = 0) definiert. Der Fliissigkeitsfilm auf dem Filmleger (grau) wird mit einer
konstanten Hohe #hp;;, und Geschwindigkeit uf;;, vorgegeben. Die Filmhohe wurde abge-
schitzt zu hrj;, = 80 um. Aus der vorgegebenen Filmbeladung V/brimm = 75 mm? folgt damit
uritm =V /b Fiim/hFim = 0,9375m/s.

Das zweidimensionale Rechengebiet wird mit drei verschiedenen Partikeltypen diskretisiert,
welche die Luft, die Fliissigkeit und die Wénde repriasentieren. In vorangegangenen SPH-
Simulationen (Koch et al., 2017, S. 4) wurde der Einfluss des mittleren Partikelabstandes,
d.h. der rdumlichen Auflosung auf das Stromungsfeld der Luft und das Spray bei Umgebungsbe-
dingungen und einer moderaten Gasgeschwindigkeit (ug =50 m/s) untersucht. Daraus lédsst sich
ableiten, dass ein mittlerer Partikelabstand von 5 um ein guter Kompromiss zwischen Genau-
igkeit und numerischem Aufwand darstellt. Ahnliche Schliisse konnen aus einer Untersuchung
von schwingenden Tropfen gezogen werden (Braun, 2018, Abb. 6.2). Fiir die SPH-Simulationen
dieser Arbeit wurde ein etwas kleinerer mittlerer Partikelabstand von dx = 2,5 um gewihlt. Da-
durch soll dem hoheren Luftdruck (pg = 15 bar und den groBeren Luftgeschwindigkeiten (ug
= 90 m/s) Rechnung getragen werden. Bei dieser feinen raumlichen Auflosung sind 11,3 Mio
Partikel notwendig, um das Rechengebiet zu diskretisieren.
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Die Zeitschrittweite der Simulation wird adaptiv auf Basis der Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
Bedingung, der maximalen Beschleunigung, sowie viskoser Effekte und der Oberflachenspan-
nung bestimmt. Dadurch ergeben sich Zeitschrittweiten um die 8 ns. Ein Turbulenzmodell wurde
nicht verwendet. Ein Abschitzung der turbulenten Skalen nach Kolmogorov (Tab. A.3) ergibt
Kolmogorov-Lingen 1 von 14,6 bis 4,3 um und Kolmogorov-Zeitskalen 7 von 14 bis 4,8 us.
Somit ist davon auszugehen, dass die kleinsten turbulenten Skalen in Raum und Zeit mit den
durchgefiihrten Simulationen addquat aufgelost werden konnen.

4.3 Stromungsfeld der Luft

Die luftgestiitzte filmlegende Zerstdubung basiert auf dem Impulsaustausch zwischen der Luft-
stromung und dem Fliissigkeitsfilm. Deshalb wird in diesem Abschnitt zunéchst die simulierte
Luftstromung diskutiert und im Anschluss der Zerstaubungsprozess und das draus resultierende
Spray. In Abb. 4.2 ist die Luftstromung um die Zerstduberkante und stromab davon abgebil-
det. Dargestellt sind die instantane Geschwindigkeitsmagnitude |if| und die zeitlich gemittelte
Axialgeschwindigkeit u fiir beide Hohen der Zerstduberkante (hzx = 230 & 640 um) bei pg
= Sbar und ug = 70 m/s. Die beiden instantanen Geschwindigkeitsfelder wurden nach 2,4 ms
simulierter Zeit aufgenommen, 0,4 ms nachdem sich stromab des Filmlegers die ersten Tropfen
gebildet haben. Die beiden zeitlich gemittelten Stromungsfelder wurden tiber eine simulierte
Zeit von 55,7 ms (ty.. = 2,4 ms bis 58,1 ms) gemittelt. Fiir alle Abbildungen ist der Filmleger mit
Fliissigkeit benetzt und der Zerfall ist im Gange. An der Zerstauberkante kann eine Karmansche
Wirbelstralle beobachtet werden (Abb. 4.2a & 4.2¢). Dabei sind die Frequenzen der Karman-
schen Wirbelstralle eine GroBlenordnung grofer als die Zerfallsfrequenzen (Holz et al., 2018,
S. 7 f.). Somit ist kein direkter Einfluss der Karmanschen Wirbelstra3e auf den Zerfallsprozess
erwartbar. Die zeitlich gemittelten Stromungsfelder (Abb. 4.2b & 4.2d) sind symmetrisch zur
Mittelachse (y = 0 mm). Bei der Verzogerung der Stromung von 80 auf 70 m/s sind leichte
rdumliche Asymmetrien zu erkennen. Diese werden vermutlich durch den zeitgleich ablaufenden
Zerfallsprozess verursacht. An der Zerstauberkante bildet sich keine Rezirkulationszone aus, da
sich dort Fliissigkeit ansammelt. Die Ausdehnung des Nachlaufs stromab der Zerstduberkante
ist proportional zur Hohe der Zerstduberkante hzx. Diese Beobachtungen entsprechen den Er-
wartungen fiir den Nachlauf eines Stromungshindernisses. Ein Vergleich der zeitlich gemittelten
Axial- und Vertikalgeschwindigkeitsverliufe an der Zerstiuberkante zeigt eine gute Uberein-
stimmung zwischen SPH-Simulation und LDA-Messung (Siehe Anhang A.5).

Der Zerfall von Fliissigkeitsstrukturen erfolgt meist in Bereichen mit groBer Scherung. Dort
sind die auf die Fliissigkeitsstrukturen wirkenden Krifte besonders grof3. Eine Moglichkeit,
diese Bereiche zu visualisieren, ist die turbulente kinetische Energie k.

k = % ((u’)2 + ()2 + (w')Z) 4.1

Dabei bezeichnen u’, v/, w’ die turbulenten Schwankungen in den drei Raumrichtungen. Die-
se lassen sich aus der Differenz des instantanen Geschwindigkeitsfelds u(¢) und des zeitlich
gemittelten Geschwindigkeitsfeld u berechnen (u’ = u(t) — u). Die Varianz der turbulenten
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Abbildung 4.2: Instantane und zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsfelder der Luft fiir
hzx = 230 um (oben) und hzx = 640 um (unten) bei pg = Sbar, ug =
70m/s, teilweise entnommen aus Holz et al. (2019, Fig. 5)

Schwankung (u’)? berechnet sich aus:

. T
(w)? = % /0 (u(r) —u)? dt (4.2)

In Abb. 4.3 ist das zeitliche Mittel der turbulenten kinetischen Energie k der Luft fiir die beiden
in Abb. 4.2 vorgestellten SPH-Simulationen dargestellt. Die Bereiche mit groBem k liegen
2mm bzw. 3 mm stromab der Zerstduberkante. Es bildet sich jeweils am oberen und unteren
Ende der Zerstauberkante ein solcher Bereich aus. Beide Bereiche trennen das Nachlaufgebiet
des Filmlegers von der schnellen Stromung aus den Kanélen iiber und unter dem Filmleger.
Die oberen Bereiche sind groBer als die unteren und enthalten auch mehr Energie. Wie im
nichsten Abschnitt gezeigt werden wird, korrespondiert die Lage der Bereiche mit groem
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k mit der maximalen Linge der Ligamente. Die SPH-Simulationen sind fiir das vorliegende
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Abbildung 4.3: Zeitlich gemittelte turbulente kinetische Energie der Luft fiir pg = 5 bar,
ug =70m/s mit t,.. = 2,4 bis 58,1 ms

zweidimensionale Rechengebiet in der Lage, die Stromung der Luft addquat abzubilden. Im
folgenden Abschnitt werden darauf aufbauend die Fliissigkeitsstrukturen in der zweiphasigen
SPH-Simulation diskutiert.

4.4 Charakteristische Phanomene der Zerstaubung

Nach der Betrachtung der Luftphase im vorangegangenen Abschnitt wird nun das Verhalten der
Fliissigphase sowohl fiir die SPH-Simulationen als auch fiir das dazugehorige Experiment von
Gepperth diskutiert. In Abb. 4.4 sind fiinf Momentaufnahmen einer Zerfallssequenz mit den
dazugehorigen Aufnahmezeitpunkten dargestellt. Ein Video dieser Zerfallssequenz ist online
(Holz, 2019) verfiigbar. Die Zerfallssequenz zeigt die Filmwellen (i), die zeitliche Entwick-
lung eines Ligaments (iii) und seinen Zerfall (iv) und schlussendlich die Dispersion der daraus
resultierenden Tropfen (v). Aufgrund des welligen Films wird die meiste Fliissigkeit mit den
Filmwellen (i) zur Zerstauberkante (ii) transportiert. Das Fliissigkeitsvolumen der Wellen wird
entweder in die sich an der Zerstduberkante ansammelnde Fliissigkeit integriert oder die Wellen
haben geniigend Impuls, um die angesammelte Fliissigkeit zu dehnen, wodurch sich ein Liga-
ment bildet. In den meisten Féllen ragt die Spitze des Ligaments (Momentaufnahme in blau)
in die schnelle Luftstromung. Dann zerfillt die Spitze des Ligaments und der Mittelteil des
Ligaments wird gezwungen, in den Nachlauf der Zerstauberkante auszuweichen. Dadurch wird
das Ligament in Hauptstromungsrichtung (axial) und senkrecht dazu (vertikal) gedehnt, wobei
sich die Spitze meist nur axial bewegt (Momentaufnahmen in rot und griin). Der Mittelteil taucht
in Luftstromung unterhalb des Filmlegers (Momentaufnahmen in rot und griin). Dies fiihrt zum
Zerfall der Spitze und des Mittelteils des Ligaments (Momentaufnahme in gelb). Die daraus
hervorgehenden groBeren Fliissigkeitsstrukturen werden zu Tropfen zerfallen. Diese Tropfen
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Abbildung 4.4: Zerfallssequenz am Filmleger fiir pg = 5 bar, ug = 70 m/s,
hzx =230 um (Holz et al., 2019, Fig. 6)

verteilen sich nicht nur axial, sondern auch vertikal im Rechengebiet (Momentaufnahme in
violett). In der Zwischenzeit bewegt sich das verkiirzte Ligament nach oben, wo es von der
Luftstromung oberhalb des Filmlegers weiter zerteilt wird. Diese Zerfallssequenz wird sich wie-
derholen, sobald die nachfolgende Filmwelle die Zerstauberkante erreicht (Momentaufnahme in
violett).

Nach diesem Einblick in die durch die SPH-Simulationen abgebildeten Phinomene der Zerstiu-
bung, sind in Abb. 4.5 Schattenbilder des Zerfallsprozesses an der Spitze des von Gepperth et al.
(Chaussonnet et al., 2020; Gepperth, 2018; Warncke et al., 2017; Gepperth et al., 2013; Gep-
perth et al., 2012) untersuchten Filmlegers dargestellt. Diese ist identisch mit der in den Abb. 4.1
(links) und Abb. 2.5 dargestellten Zerstaubergeometrie. In der ersten und dritten Spalte ist
die Seitenansicht auf die Spitze des Filmlegers dargestellt (Vgl. Abb. 2.5a), welche mit der in
Abb. 4.4 dargestellten Perspektive tibereinstimmt. Die weillen Linien reprédsentieren die Filmle-
gerspitze. Die Bilder in der Seitenansicht sind verschwommen, da der Bereich der Schérfentiefe
der Kamera im Vergleich zur benetzten Breite des Filmlegers (|z| < 25 mm) sehr klein ist. Da-
durch liberdecken sich die Fliissigkeitsstrukturen auf dem Filmleger und an der Zerstauberkante
gegenseitig.

Die dazugehorige Draufsicht ist in der zweiten und vierten Spalte dargestellt (Vgl. Abb. 2.5b).
In der Draufsicht zeigen sich die wellige Filmstromung und die Ansammlung von Fliissigkeit
an der Zerstauberkante. Aulerdem konnen entstehende, sich ausdehnende und zerfallende Li-
gamente beobachtet werden. Ebenso ist zu sehen, wie sich Fliissigkeitstaschen mit dickem Ring
und diinner Lamelle ausdehnen und schlielich zerfallen. All diese Prozesses werden als Pri-
mirzerfall klassifiziert. Dariiber hinaus kann der darauffolgende Zerfall von nicht-sphérischen
Fliissigkeitsstrukturen in runde Tropfen beobachtet werden. Dieser Vorgang wird als Sekundér-
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zerfall bezeichnet. In der Seitenansicht ist zu sehen, wie die Ligamente und Fliissigkeitstaschen
von der Luftstromung gedehnt werden, um die Mittelachse (y = O mm) flattern und zerfallen.
Die gezeigten Schattenbilder gehoren zu den Betriebsbedingungen ps = 1bar, ug = 70m/s,
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Abbildung 4.5: Schattenbilder des Fliissigkeitszerfalls an der Zerstduberkante als Sei-
tenansicht (1. & 3. Spalte) und Draufsicht (2. & 4. Spalte) fiir pg =
1 bar, ug = 70m/s, hzgx = 230um, V/briy, = 25 mm?/s, entnommen
aus Holz et al. (2019, Fig. 7).

hzx =230 um und V/b = 25 mm?/s. Im Vergleich zu den in Abb. 4.4 dargestellten Simulations-
ergebnissen bilden die Schattenbilder nur zwei der vier Betriebsbedingungen ab. Trotzdem ist
es sinnvoll, sie zum Vergleich heran zu ziehen. Zunichst erhohen sich mit hdherem Druck (pg
= 5bar) und hoherer Filmbeladung (V/b = 75 mm?/s) die Anzahl von gleichzeitigen Zerfalls-
ereignissen und die Fliissigkeitsmenge an der Zerstauberkante deutlich. In diesem Fall wiirde
die Seitenansicht nicht geniigend Einblicke in den Zerfallsprozess gewihren. Des weiteren sind
Schattenbilder bei diesen Bedingungen nicht verfiigbar. Da fiir Umgebungsdruck und Hochdruck
derselbe Zerstdaubungsmechanismus wirkt, konnen bei beiden Bedingungen dieselben Zerfalls-
phdnomene beobachtet werden. Experimente bei kleinen Luftgeschwindigkeiten (#g = 20 und
30m/s) geben in der Seitenansicht noch klarere Einblicke (Gepperth et al. (2013, Fig. 4) und
Gepperth (2018, Abb. 6.1)).



70 Simulation der Zerstaubung

Die diskutierten Beobachtungen des simulierten Zerfalls stimmen gut mit den Beobachtungen am
Experiment tiberein. Obwohl das Rechengebiet der SPH-Simulationen zweidimensional ist, kon-
nen die meisten Effekte reproduziert werden. Somit sind die durchgefiihrten SPH-Simulationen
dazu geeignet, Einblicke in der Zerstdaubungsprozess zu geben.

4.5 Charakteristische GréBen und ihre Erfassung

Ziel dieser Arbeit ist es, ein Modell fiir die Tropfenstartbedingungen zu entwickeln, welches den
Tropfendurchmesser dr, die initiale Position relativ zur Zerstduberkante (x7,y7) sowie die in-
itiale Geschwindigkeit (u7,v7) umfasst (Vgl. Abschnitt 3.1). Die initialen Tropfeneigenschaften
werden in hohem Malle durch die Ligamente, aus denen die Tropfen hervorgehen, beeinflusst.
Diese Zusammenhénge werden im nachfolgenden Abschnitt 4.6 niher beleuchtet werden. Doch
zunichst werden die charakteristischen Grofen, die die Ligamente und die Tropfen beschreiben,
eingefiihrt. Die Ligamente konnen durch die fiinf in Abb. 4.6 dargestellten Groflen charakterisiert
werden. Die SPH-Partikel, die die Fliissigkeitsstruktur (hell- und dunkelgrau) an der Zerstiauber-
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Abbildung 4.6: Charakteristische Groen des Ligaments, nach Holz et al. (2019, Fig. 4)

kante bilden, werden mit einem ,,Connected Component Labeling* Algorithmus (Pfaltz, 1966)
identifiziert. Die Fliissigkeit auf dem Filmleger (dunkelgrau) wird in der folgenden Analyse nicht
betrachtet. Eine Lingenskala d;, die die Gro8e des Ligaments (hellgrau) charakerisiert, wird
aus einem Kreis mit einer Fliache dquivalent zur hellgrauen Fliche des Ligaments berechnet.
Die Grofle des Ligaments in Haupstromungsrichtung ist gleich seiner projizierten Lénge /; von
der Zerstduberkante bis zu seiner maximalen x-Koordinate. Die Hohe des Ligaments /2 wird
als Differenz der minimalen und maximalen y-Koordinate des Ligaments definiert. Die Axial-
und Vertikalgeschwindigkeit des Ligaments u; und v; werden an der Spitze des Ligaments
bestimmt, wobei die Spitze durch den SPH-Partikel mit der maximalen x-Koordinate definiert
wird.

Neben den Ligamenten werden auch die Tropfen quantitativ untersucht. Die einzelnen Gruppen
von SPH-Partikeln, welche die Tropfen repriasentieren, werden ebenfalls mit dem ,,Connected
Component Labeling* Algorithmus (Pfaltz, 1966) identifiziert. Jede Gruppe von SPH-Partikeln
mit fiinf oder mehr SPH-Partikeln wird als Tropfen gezéhlt. Der Tropfendurchmesser dr wird
aus der dquivalenten Fliche eines Kreises berechnet. Basierend auf diesen beiden Annahmen
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kann der minimal erfassbare Tropfendurchmesser mit 6,3 um angegeben werden. Die Position der
Tropfen relativ zur Zerstauberkante (xr,y7) entspricht dem Flichenmittelpunkt der Partikelgrup-
pe. Die Geschwindigkeit der Tropfen (u7,vr) wird aus dem Mittelwert der Geschwindigkeiten
aller SPH-Partikel der Partikelgruppe berechnet. Des weiteren werden nur Tropfen stromab der
Zerstauberkante berticksichtigt. Tropfen, die die obere oder untere Wand beriihren, werden durch
Filterung (|yr| > 4 mm) verworfen. Damit sind alle GréBen definiert, die fiir die Erlduterung
des Zusammenspiels der Ligamente und Tropfen notwendig sind.

4.6 Primarzerfall: Das Zusammenspiel von Ligamenten und Tropfen

Der Ubergang des welligen Fliissigkeitsfilms auf dem Filmleger in Ligamente und deren Zerfall
in Tropfen wird im Allgemeinen als Primérzerfall bezeichnet (Vgl. Abschnitt 4.4). Die folgende
Diskussion fokusiert sich auf den Zusammenhang zwischen den Ligamenten - also den Fliis-
sigkeitsstrukturen, die an der Zerstauberkante haften - und den Tropfen, die aus dem Zerfall
der Ligamente entstehen. Der Zusammenhang zwischen dem welligen Fliissigkeitsfilm und den
Ligamenten wurde in einer vorangegangenen Studie (Holz et al., 2018) betrachtet. Die folgende
Diskussion beinhaltet eine statistische Analyse der im vorherigen Abschnitt 4.5 eingefiihrten
charakteristischen Gréen der Ligamente (dunkelgraue Balken) und der Tropfen (hellgraue Bal-
ken). Dabei wird der zeitliche Ablauf des Zerstaubungsprozesses nicht niher betrachtet. Diese
Dynamik der Primérzerfalls wurde in einer vorangegangenen Studie (Holz et al., 2018) einge-
hend untersucht.

In Abb. 4.7a sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Ligamentlinge /; und der axialen
Tropfenposition x7 dargestellt. Die Wahrscheinlichkeit fiir /;, € [0, 0,5] mm ist quasi kon-
stant (Volllinie) und nimmt dann linear ab und zwar mit einer steilen und einer flachen Steigung
(Strichlinien). Der erste Bereich (Volllinie) steht in Verbindung mit der Fliissigkeitsansammlung
an der Zerstduberkante und dem Wachstum der Ligamente. Beides wird durch die Fliissigkeits-
zufuhr vom Filmleger zur Zerstduberkante vorangetrieben. Der zweite Bereich (Strichlinien)
resultiert aus der Dehnung und dem Zerfall der Ligamente (Fig. 4.4). Hierbei ist die Interakti-
on des Ligaments mit der Luftstromung die treibende Kraft. Eine charakteristische Lange der
Ligamente im Moment des Zerfalls kann nicht angegeben werden, da in der simulierten Zeit
zu wenige Zerfallsereignisse stattfinden. Jedoch steigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der
Tropfen asymptotisch von x7 = 0 bis 3,5 mm an und sinkt anschlieBend wieder leicht ab. Die
Anwesenheit von Tropfen im ersten Bereich (Volllinie) kann durch das Abscheren von Tropfen
aus den Filmwellen oder kleineren Ligamenten (engl. stripping) erklirt werden. Lingere Liga-
mente zerfallen teilweise oder vollstindig und bilden eine signifikante Anzahl an Tropfen. Da
die meisten dieser Tropfen zu grof3 sind, um in der harschen Luftstromung zu bestehen, zerfal-
len diese weiter in kleinere Tropfen, sodass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Tropfen von
xr = 2,0 bis 3,5 mm zunimmt. Die leichte Abnahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit weiter
stromab ist auf die unterschiedliche axiale Beschleunigung der Tropfen zuriickzufiihren. Die an
den Wahrscheinlichkeitsverteilungen von /; und x7 gemachten Beobachtungen stimmen gut mit
den experimentellen Ergebnissen (Chaussonnet et al., 2020, Fig. 29) iiberein. In Abb. 4.7b ist
die Hohe der Ligamente h; sowie die vertikale Position der Tropfen y; dargestellt. Die Liga-
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Abbildung 4.7: Lingenskalen der Ligamente und Tropfenpositionen fiir pg = 5 bar,
ug =70m/s mit hzg =230 um (Holz et al., 2019, Fig. 11)

menthohe folgt innerhalb /#; = 0 bis 0,6 mm einer Log-Logistik Verteilung. Dies resultiert aus
dem Flattern (engl. flapping) der Ligamente an der Zerstduberkante. Grofle Ligamente ragen in
die parallel stromende Luft und werden zerteilt (Abb. 4.4). Die daraus resultierenden Tropfen
sind in vertikaler Richtung normalverteilt. Wie spiter diskutiert werden wird, sind die Tropfen
durch die Interaktion mit der Luftstromung deutlich breiter verteilt als die Ligamenthohen.

Die in den Ligamenten und Tropfen enthaltene Fliissigkeitsmenge kann mittels der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der LigamentgroBe d; und des Tropfendurchmessers dr ndher analysiert
werden. Beide GroBen berechnen sich aus der Fliche der Ligamente bzw. Tropfen; ihre Vertei-
lungen sind in Abb. 4.8 dargestellt. Die Ligamente sind weniger als 400 um lang, wobei 235 um
lange Ligamente am hiufigsten auftreten. Die Verteilung der LigamentgroBle d; folgt nidhe-
rungsweise einer Normalverteilung mit einem ,,Schwanz‘ hin zu kleinen Grofen. Der Schwanz
resultiert aus der Tatsache, dass die Spitze der kleineren Ligamente sich langsamer bewegen
als die der groBBen Ligamente (Holz et al., 2019, Fig. 9). Dadurch werden die kleine Ligamente
hiufiger gezihlt als die groen Ligamente. Der groBte erfasste Tropfen hat einen Durchmesser
von ca. 200 um. Die TropfengroBenverteilung zeigt das typische Haufigkeitsmaximum bei klei-
nen Durchmessern und einen exponentiellen Abfall zu groeren Durchmessern, wie es fiir einen
Zerstaubungsprozess zu erwarten ist. In beiden Verteilungen spiegelt sich der Zerfall groB3er
Ligamente in sehr viel kleinere Tropfen wieder.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Geschwindigkeiten an der Spitze der Ligamente und
der resultierenden Tropfen sind in Abb. 4.9 dargestellt. Die axiale Geschwindigkeit der Ligament-
spitzen u; (Abb. 4.9a) folgt ndherungsweise einer Normalverteilung mit einem Schwanz bei
groBen Geschwindigkeiten. Dabei sind ein Haufigkeitsmaximum bei u#; = 1,5 m/s und negative
Axialgeschwindigkeiten von bis zu —3 m/s zu beobachten. Die negativen Axialgeschwindigkei-
ten der Ligamentspitzen konnen vom Flattern der Ligamente um die Zerstduberkante verursacht
werden - vorausgesetzt sie dndern dabei ihre GroBe nicht. Eine andere Mdoglichkeit ist die Kon-
traktion der Ligamente kurz nach einem Zerfallsereignis. Die maximale Axialgeschwindigkeiten
der Ligamentspitzen liegt bei ca. 15 m/s und betrdgt damit weniger als ein Viertel der mittleren
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Geschwindigkeit der Gasphase (ug = 70 m/s). Im Gegensatz dazu betridgt die maximale Axial-
geschwindigkeit der Tropfen u7 = 76 m/s und ist damit sogar groBer als u¢. Dies ist plausibel, da
die an der Zerstdauberkante flatternden Ligamente den effektiven Querschnitt der Stromungskané-
le iiber und unter dem Filmleger verkleinern, wenn sie in die schnellen Luftstrome eintauchen
(Abb. 4.4). Dadurch wird die Luftstromung lokal beschleunigt. Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von ur ist bimodal und kann durch zwei Normalverteilungen mit den Mittelwerten ur =
5,5m/s und ur = 30 m/s repriasentiert werden. Die Normalverteilung der kleineren Geschwin-
digkeiten (Strichlinie) reprisentiert die Tropfen, die sich direkt nach dem Abldsen von den
Ligamentspitzen bilden. Deshalb wird das Intervall uy € [-2, 12] m/s vollstindig von u;,
abgedeckt. Die Normalverteilung der groeren Geschwindigkeiten (Strichpunktlinie) gehort zu
den Tropfen, die durch die schnelle Luftstromung beschleunigt werden. Dieser bimodale Cha-
rakter der Verteilung kann auch im Experiment beobachtet werden (Chaussonnet et al., 2020,
Fig. 33). Die Verteilungen der vertikalen Geschwindigkeiten der Ligamentspitzen v; und der
Tropfen vr sind in Abb. 4.9b abgebildet. Beide sind normalverteilt. Jedoch ist die Verteilung der
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vertikalen Tropfengeschwindigkeit vy deutlich breiter als die der vertikalen Geschwindigkeit
der Ligamentspitzen v;. Wenn die Spitze eines Ligaments in die schnell strémende Luft ein-
taucht, wird ihre vertikale Bewegung durch den Widerstand, den die Luft am Ligament erféhrt,
abgebremst. Dabei 106sen sich an der Spitze des Ligaments Tropfen und bewegen sich mit dem
Impuls des Ligaments weiter. Durch ihre kleinere Masse werden die Tropfen deutlich schneller
als die Ligamentspitzen.

Die Ligamente und die Tropfen direkt nach dem Zerfall sind eng miteinander verkniipft. Dies
wurde beispielsweise anhand der Axialgeschwindigkeit aufgezeigt (Abb. 4.9a). Je ldnger ein
Tropfen existiert, desto mehr wird seine Bewegung von der Widerstandskraft gegeniiber der
schnell stromenden Luft beeinflusst.

Nach diesem Einblick in das Zusammenspiel von Ligamenten und Tropfen werden im folgenden
Kapitel 5 die Zusammenhiinge zwischen den einzelnen Tropfeneigenschaften niaher beleuchtet.
Wie die charakteristischen Groflen der Ligamente miteinander verkniipft sind, wurde in einer
vorangegangenen Verdffentlichung (Holz et al., 2019, S. 9-11) diskutiert.



5 Statistische Analyse der Spraydaten

Nach der Betrachtung der simulierten Luftstromung, der charakteristischen Phinomene der
Zerstaubung und dem Zusammenspiels von Ligamenten und Tropfen im vorangegangenen Ka-
pitel 4 werden in diesem Kapitel die Tropfeneigenschaften, welche der Ausgangspunkt fiir die
Modellierung der Tropfenstartbedingungen darstellen (Vgl. Abb. 3.2), eingehender betrach-
tet. Zunidchst wird die Frage diskutiert, welche Betrachtungsweise auf die Tropfen bzw. das
Spray fiir die Modellierung der Tropfenstartbedingungen geeignet ist (Abschnitt 5.1). Anschlie-
Bend werden die Einfliisse der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Tropfeneigenschaften
diskutiert (Abschnitt 5.3). Darauf folgt eine Analyse der Zusammenhinge zwischen den einzel-
nen Tropfeneigenschaften (Abschnitt 5.4), welche die verwendeten multivariaten statistischen
Modellierungsansitze motivieren wird. AbschlieBend werden die Einfliisse der Betriebs- und
Geometrieparameter auf die Zusammenhidnge zwischen den einzelnen Tropfeneigenschaften
beleuchtet (Abschnitt 5.5). Es sei angemerkt, dass einzelne Teile dieses Kapitels bereits in den
angegebenen Veroffentlichungen (Coblenz et al., 2020; Holz et al., 2019) publiziert wurden.

5.1 Drei Betrachtungsweisen des Sprays

Zweck dieses Abschnittes ist es, die Frage zu beantworten, welche Betrachtungsweise auf die
Tropfen bzw. das Spray fiir die Modellierung der Tropfenstartbedingungen am geeignetsten
ist. Dazu werden zunichst drei unterschiedliche Betrachtungsweisen eingefiihrt. Anschlieend
werden die Einfliisse der drei Betrachtungsweisen auf die Verteilungen der einzelnen Tropfen-
eigenschaften beleuchtet. Darauf folgt eine Diskussion, in wie weit die drei Betrachtungsweisen
den Primér- und den Sekundirzerfall widerspiegeln. AbschlieBend wird aufgezeigt, welche Be-
trachtungsweise im Folgenden zu welchem Zweck angewandt werden kann.

In Abb. 5.1a sind zwolf zufillig ausgewihlte Tropfentrajektorien T1 bis T12 stromab der Zer-
stauberkante abgebildet. Dabei entspricht jedes Symbol einem Zeitpunkt, zu dem der Tropfen
erfasst wurde. Liegen die Symbole nahe beieinander (T3, T10), bewegt sich der Tropfen eher
langsam. Weiter voneinander entfernte Symbole (T1) deuten auf eine hohere Tropfengeschwin-
digkeit hin. Endet die Trajektorie mitten im Rechengebiet (T4, T12), ist der Tropfen vermutlich
in weitere Tropfen zerfallen. Die Tropfen existieren von 16 bis 160 ps, bevor sie zerfallen oder
das Rechengebiet verlassen. Dabei sind sie auf unterschiedlichen Bahnen unterwegs. Weit von
der Mittelachse (y = 0 mm) entfernte Tropfen (T1, T4, T6, T7, T12) folgen einer kegelférmigen
Bahn, die sie vom Ursprung (0, 0), , nach auBen trigt. Einige Tropfen kreuzen den Nachlauf
des Filmlegers (TS, T8, T9, T11). Die Trajektorie T2 scheint der Karmanschen Wirbelstralle
im Nachlauf des Filmlegers zu folgen. Ein anderer Tropfen (T3) dndert seine Richtung anstatt
aus der schnellen Luftstromung in den Nachlauf einzutreten. Er wird an der Scherzone abge-
lenkt. Die Scherzone ist durch eine groBe turbulente kinetische Energie gekennzeichnet (vgl.
Abb.4.3a) . Ein weiterer Tropfen (T10) wird in den Nachlauf hineingezogen. Diese vielféltigen
Trajektorien sollen einen Eindruck vermitteln, wie sich die Tropfen stromab der Zerstiuber-
kante bewegen. Im néchsten Schritt werden alle erfassten Tropfentrajektorien iiberlagert. Dies
ergibt dann die in Abb. 5.1b dargestellte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte. Hierbei handelt
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Abbildung 5.1: Die drei Betrachtungsweisen des Sprays fiir pg = Sbar, ug = 70m/s,
hzx =230 um, teilweise entnommen Holz et al. (2019, Fig. 15 d)

es sich um ein bivariates Histogramm mit einer Diskretisierung von 0,1 mm mal 0,1 mm. Da
das Spray sich mit zunehmendem Abstand zum Filmleger immer mehr aufweitet, bildet sich
ein typischer Spraykegel aus. Der Bereich mit der grofiten Aufenthaltswahrscheinlichkeit liegt
im Nachlauf des Filmlegers. Diese Betrachtungsweise basiert auf quasi-kontinuierlichen Mo-
mentaufnahmen. Das bedeutet, dass die Simulation zeitlich so fein abgetastet wurde, dass in
dieser Betrachtungsweise sowohl die Tropfentrajektorien als auch der Zerfall der Tropfen in
weitere kleinere Tropfen enthalten ist. Mit anderen Worten: jeder Tropfen wird mehrfach und
unterschiedlich oft bei seinem Flug durch das Rechengebiet erfasst. Dariiber hinaus ist die durch
den Zerfall entstehende ,,Eltern-Kind-Beziehung* zwischen den Tropfen im Datensatz enthal-
ten. Aus Sicht der Statistik enthélt dieser Datensatz zwei Abhingigkeiten: eine zeitliche sowie
die der ,Eltern-Kind-Beziehung* der Tropfen. Allerdings basieren die Verfahren, welche zur
multivariaten statistischen Modellierung verwendet werden sollen (Vgl. Unterabschnitt 3.4.3),
auf der Annahme, dass der zugrunde liegende Datensatz keinerlei Abhédngigkeiten enthilt. Des-
halb wurde ein Algorithmus entwickelt, um aus den quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen,
diejenigen auszuwihlen, die nicht von den vorangegangenen Zeitschritten abhingen.

In Abb. 5.2 sind die im Rechengebiet erfassten Tropfen pro gespeichertem Zeitschritt bzw. iiber
die simulierte physikalische Zeit aufgetragen. Weitere Informationen dazu konnen Abschnitt 4.5
und Abschnitt A.3 entnommen werden. Der Zeitverlauf zeigt Intervalle ohne Tropfen im Re-
chengebiet (z.B. Zeitschritte 2120 bis 2180) und Phasen, in denen die Anzahl der Tropfen im
Rechengebiet stark iiber die Zeit fluktuiert (z.B. Zeitschritte 2200 bis 2300). Ein Detailausschnitt
zeigt die Zeitschritte 1965 bis 2005 und die Zeitpunkte der fiinf in Abb. 4.4 dargestellten Mo-
mentaufnahmen. Zu Beginn (+) sind noch einige Tropfen des vorhergehenden Zerfallsereignisses
vorhanden. Diese werden von der Luftstromung rasch aus dem Rechengebiet heraus transpor-
tiert, sodass liber zwei der Momentaufnahmen (o und X) keine Tropfen vorhanden sind. Zu einem
spateren Zeitpunkt (O) haben sich erste grofle Fliissigkeitsstrukturen und wenige kleine Trop-
fen gebildet. Die Fliissigkeitsstrukturen zerfallen weiter in kleinere Tropfen (Sekundirzerfall),
wodurch sich die Zahl der Tropfen innerhalb kiirzester Zeit deutlich erhoht (x). AnschlieBend
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Abbildung 5.2: Auswahl statistisch unabhingiger Zeitschritte
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzgx =230 um

verringert sich die Anzahl der Tropfen kurzfristig, da die ersten Tropfen bereits das Rechenge-
biet verlassen. Durch den Zerfall weiterer Fliissigkeitsstrukturen steigt die Anzahl der Tropfen
jedoch weiter an, bis der Zerfallsprozess des Ligaments abgeschlossen ist, und der Transport
der Tropfen aus dem Rechengebiet dominiert. Haben alle Tropfen das Rechengebiet verlassen,
folgt meist ein Zeitraum, wihrend dessen sich keine Tropfen im Rechengebiet befinden. Mit der
nichsten Ligamentbildung (Vgl. Abb. 4.4) beginnt ein neues Zerfallsereignis. Teilweise iiberla-
gern sich mehrere Ligamente, sodass das Rechengebiet sich zwischen zwei Zerfallsereignissen
nicht vollstindig leert. Bei mittleren Gasgeschwindigkeiten und Umgebungsbedingungen sind
die Maxima im Verlauf der Tropfengrof3e noch deutlicher ausgepragt, so dass jedem Maximum
ein Zerfallsereignis zugeordnet werden kann (Braun et al., 2015b, Abb. 6). Im hier vorliegenden
Fall bei erhohtem Druck und groleren Gasgeschwindigkeiten iiberlagern sich die Zerfallsereig-
nisse, sodass sie sich nicht mehr eindeutig voneinander abgrenzen lassen.

Zur Auswahl der statistisch unabhéngigen Zeitschritte wird folgender Algorithmus angewandt:
Zuerst wird ein lokales Maximum der Tropfenanzahl mit mindestens zehn Tropfen identifiziert.
Dies erfolgt durch die Bewertung des Gradienten der Tropfenanzahl iiber fiinf Zeitschritte. Die-
ser Zeitschritt wird als erster statistisch unabhéngiger Zeitschritt registriert. Anschliefend wird
der Zeitschritt bestimmt, zu dem alle Tropfen des ersten statistisch unabhédngigen Zeitschrittes
das Rechengebiet verlassen haben. Ausgehend von diesem Zeitschritt wird das nichste lokale
Maximum gesucht. Diese Prozedur wird solange wiederholt, bis alle Zeitschritte der Simulation
durchlaufen sind. Der so erhaltene Datensatz bestehend aus den Tropfen zu allen statistisch un-
abhingigen Zeitschritten (Strichpunktlinien in Abb. 5.2) enthilt damit weder Zeitabhingigkeit
noch Eltern-Kind Beziehungen. Die so bestimmten statistisch unabhédngigen Zeitschritte und
die dazugehorigen Spraydaten werden im folgenden als statistisch unabhéngige Momentauf-
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nahmen bezeichnet. Wihrend die quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen zwischen 89000
und 268000 Tropfen enthalten, besteht das Spray, das die statistisch unabhdngigen Moment-
aufnahmen bilden, aus 1200 bis 5300 Tropfen (jeweils fiir alle 14 SPH-Simulationen). Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Tropfenpositionen aus diesem Datensatz sind in Abb. 5.1c
dargestellt. Der Spraykegel ist zunichst sehr schmal (xy € [0, 2] mm), weitet sich dann rasch
auf (x7 € (2, 4] mm) und fallt weiter stromab (x7 € (4, 6] mm) leicht zusammen.

Somit stehen nun drei Betrachtungsweisen auf das mit SPH-Simulationen generierte Spray zur
Verfiigung: die Tropfentrajektorien, die quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen sowie die
statistisch unabhéngigen Momentaufnahmen. Jede dieser drei Betrachtungsweisen beantwortet
verschiedene Fragen. Die erste Betrachtungsweise zeigt das Verhalten jedes einzelnen Tropfens,
wihrend die zweite Betrachtungsweise Auskunft dariiber gibt, wie sich das Spray - also alle
Tropfen zusammen - verhalten. Die dritte Betrachtungsweise zeigt das Spray direkt nach dem
Zerfallsprozess. Zu diesem Zeitpunkt sind Primér- und Sekundérzerfall weitgehend abgeschlos-
sen und der Tropfentransport durch die Luft beginnt, das Geschehen zu dominieren.

Alternativ hitten auch die ersten Fliissigkeitsstrukturen direkt nach der Desintegration der Li-
gamente herangezogen werden konnen. Dies wiirde der ,,Blob-Type-Injection®-Strategie (Siche
Unterabschnitt 2.1.5) entsprechen. Hierbei werden in der Euler-Lagrange-Simulation unrealis-
tisch groBe Einzeltropfen vorgegeben, die durch die Modellierung des Sekundérzerfalls weiter
zerfallen. Diese Strategie hitte zwei entscheidende Nachteile. Erstens wire die Anzahl der
erfassten Fliissigkeitsstrukturen bzw. Tropfen pro Zerfallsereignis deutlich kleiner als unter
Verwendung der statistisch unabhédngigen Momentaufnahmen. Fiir das in Abb. 5.2 im Detail
dargestellte Zerfallsereignis wiaren dies statt 50 nur 4 Tropfen. Zweitens wire dann die korrek-
te Wiedergabe der Durchmesserverteilung und der rdumlichen Verteilung der Tropfen in der
Euler-Lagrange-Simulation in hohem MaBle von der Modellierung des Sekundéarzerfalls und
nicht von den Spraydaten der SPH-Simulation abhiangig. Dieser Weg wurde nicht gewihlt, da
ein Aspekt dieser Arbeit der effiziente Transfer von Spraydaten aus SPH-Simulationen in die
Euler-Lagrange-Simulation ist.

5.2 Wirkung der Betrachtungsweise auf die Tropfenstatistik

Im Folgenden werden die Einfliisse der drei Betrachtungsweisen auf die Verteilungen der Trop-
feneigenschaften diskutiert. Dazu sind in Abb. 5.3 die geschitzten Kerndichten der axialen
Tropfenposition relativ zur Zerstauberkante abgebildet. Fiir die quasi-kontinuierlichen Moment-
aufnahmen steigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zunéchst stark an, erreicht ein Maximum,
sinkt dann leicht und am Ende des Rechengebiets abrupt ab (Vgl. Abb. 4.7a). Im vorderen Bereich
(xr € [0, 3] mm) finden die Primir- und Sekundirzerfallsprozesse statt, wiahrend im hinteren
Bereich des Rechengebiets (x; € [3, 6] mm) der Transport durch die Gasphase dominiert.
Diese Unterscheidung wird im Anhang A.8 anhand von Abb. A.6 niher diskutiert. Fiir die Trop-
fentrajektorien ergibt sich ein dhnlicher Verlauf. Die geringfiigigen Unterschiede zwischen den
beiden Verteilungen riihren daher, dass fiir die Betrachtungsweise der Tropfentrajektorien nur die
Tropfen ausgewihlt wurden, die {iber mehr als neun gespeicherte Zeitschritte existieren, bevor
sie zerfallen oder das Rechengebiet verlassen. In der quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen
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wurden dagegen auch die Tropfen erfasst die ein bis neun gespeicherte Zeitschritte existieren.
Tropfen mit kleiner Lebenszeit kommen im vorderen Bereich des Rechengebiets deutlich héufi-
ger vor als im hinteren. Damit erkléart sich, dass fiir die Tropfentrajektorien im vorderen Bereich
weniger Tropfen und im hinteren Bereich mehr Tropfen als mit den quasi-kontinuierlichen Mo-
mentaufnahmen erfasst wurden. Fiir die statistisch unabhingigen Momentaufnahmen ergibt sich
eine Dreiecksverteilung mit einem Maximum bei x7 = 3,5 mm. Dieses Haufigkeitsmaximum
stimmt ungefdhr mit der Lage des Schnittpunktes der Volllinie und der Strichlinie iiberein.
Weiter stromauf dominiert der Zerfall und weiter stromab der Tropfentransport. Somit ist die
Position des Maximums gut geeignet, um Tropfen fiir die Vorgabe von Tropfenstartbedingun-
gen in Euler-Lagrange-Simulationen zu extrahieren. Die Verteilungen der Tropfengrofe, der
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Abbildung 5.3: Einfluss der drei Betrachtungsweisen auf die Verteilung der axialen
Tropfenposition fiir pg = Sbar, ug = 70m/s, hzg = 230 um

vertikalen Position sowie der axialen und vertikalen Tropfengeschwindigkeiten unterscheiden
sich fiir die Betrachtungsweisen nur geringfiigig (Siehe Anhang A.8). Somit eignen sich die
statistisch-unabhingigen Momentaufnahmen als Ausgangspunkt fiir die multivariate statisti-
sche Modellierung und Simulation (Siehe Kapitel 6). Um jedoch mehr iiber das Verhalten des
gesamten Sprays zu erfahren, werden der Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf
die Tropfeneigenschaften, die Zusammenhinge zwischen den Tropfeneigenschaften sowie der
Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Zusammenhénge zwischen den Tropfen-
eigenschaften anhand der quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen diskutiert werden. Hinter-
grund ist, dass die Verteilungen der Tropfeneigenschaften mit Ausnahme der axialen Position
fiir die quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen und die statistisch-unabhingigen Momentauf-
nahmen sehr dhnlich sind (vgl. Anhang A.8). Allerdings beinhalten die quasi-kontinuierlichen
Momentaufnahmen deutlich mehr Tropfen als die statistisch-unabhéngigen Momentaufnahmen,
was gerade bei der Betrachtung der bivariaten Histogramme ein grofer Vorteil ist. Auch die im
vorangegangenen Abschnitt 4.6 diskutieren Spraydaten basieren auf den quasi-kontinuierlichen
Momentaufnahmen.
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5.3 Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Tropfeneigen-
schaften

In diesem Abschnitt werden die Einfliisse der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Trop-
feneigenschaften diskutiert. Dies erfolgt anhand des Sauterdurchmessers und der Verteilungen
der fiinf Tropfeneigenschaften. Abbildung 5.4 zeigt den Verlauf des Sauterdurchmessers D3,
in Abhingigkeit der Weberzahl Wej,,, , die mit der Hohe der Zerstduberkante (ZK) gebildet
ist. Die Betriebspunkte mit hzx = 640 um werden durch Rauten und jene mit hzg = 230 um
durch Quadrate symbolisiert. Fiir den Einfluss der Hohe der Zerstduberkante auf D3, wurde von
Chaussonnet et al. (2016, Gl. 20) folgender Zusammenhang postuliert:

D3 =cy2- We;g'lf ~hzk (5.1)

Fir 20 experimentelle Betriebspunkte bei Umgebungsbedingungen ermittelten Chaussonnet
et al. einen Vorfaktor von ci» = 1,40 (Chaussonnet et al., 2016, Abb. 8) bzw. c1» = 1,69
(Chaussonnet et al., 2020, S. 32) mit den korrigierten Werten fiir 4zg (Siehe Tab. A.1) . Dieser
Zusammenhang konnte durch weitere Experimente einer anderen Arbeitsgruppe (Déjean et al.,
2016, Abb. 15) bei Umgebungsbedingungen und durch einen Vergleich mit experimentellen
Daten von Gepperth bei erhohtem Druck (Chaussonnet et al., 2020, Abb. 39) bestitigt werden.
Fiir die 14 SPH-Simulationen ergibt sich ein Vorfaktor von c1, = 3, 18, wobei die Werte im Ge-
gensatz zum Experiment stark streuen. Die Sauterdurchmesser dieser angepassten Korrelation
sind in Abb. 5.4 als Strichlinien dargestellt. Als weitere Referenz ist die SMD-Korrelation von
Gepperth (Gepperth, 2018, S. 141) mit Strichpunktlinien abgebildet. Wie zu erwarten, fallen die
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Abbildung 5.4: SMD der SPH-Simulationen und der Korrelation von Gepperth (2018)
fiir die Betrachtungsweise quasi-kontinuierliche MA

Sauterdurchmesser der Korrelationen mit zunehmender Weberzahl. D.h. die Sprays bestehen im
Mittel aus kleineren Tropfen, wenn die Dicke der Zerstduberkante hzx abgesenkt bzw. wenn
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die Luftdichte pg erhoht wird (Vgl. Gl. 2.1). Dies gilt auch fiir die Sauterdurchmesser fast
aller SPH-Simulationen. Fiir drei Simulationen (schwarze Raute mit We;,, = 69, 100, 136)
sind die Sauterdurchmesser deutlich kleiner als erwartet. Sie liegen sogar deutlich unter dem
Sauterdurchmesser der Simulation mit Wej,, = 224. Diese vier Simulationen reprasentieren
Gasgeschwindigkeiten von ug = 50, 60, 70 und 90 m/s bei Umgebungsbedingungen. Allgemein
lasst sich feststellen, dass die Verldaufe der Sauterdurchmesser der SPH-Simulationen denen der
Korrelationen folgen - mit Ausnahme der drei diskutierten Simulationen. Hinsichtlich der ab-
soluten Werte stimmen die Sauterdurchmesser der SPH-Simulationen nur an einzelnen Punkten
(Wep, . =49 und 224) mit denen der Korrelationen iiberein. Insbesondere bei groBen Weber-
zahlen sind die Sauterdurchmesser deutlich grofer als durch die Korrelationen vorhergesagt.
Durch eine deutlich lingere SPH-Simulation konnte gezeigt werden, dass sich die vorliegenden
Spraydaten durch eine lingere Simulationsdauer nicht signifikant verandern. Die Sauterdurch-
messer der SPH-Simulationen hingen dariiber hinaus von der gewihlten Betrachtungsweise ab
(Siehe Anhang A.7). Dariiber hinaus unterscheiden sich die Sauterdurchmesser aus 2D- und 3D-
SPH-Simulationen, was sich auch analytisch herleiten léasst (Siehe Anhang A.6). Zwar wire eine
bessere Ubereinstimmung zwischen den Sauterdurchmessern der SPH-Simulationen und den
Korrelationen wiinschenswert, jedoch ist klar, dass aufgrund der Zweidimensionalitit der Simu-
lationen nicht alle Effekte der Zerstiubung abgebildet werden konnen. 3D-SPH-Simulationen
von entsprechender Dauer waren zum Zeitpunkt dieser Arbeit noch nicht durchfiihrbar.

Die Aussagekraft einer mittleren Grof3e wie der Sauterdurchmesser tiber die Tropfeneigenschaft-
en eines Sprays ist begrenzt, da sie die Streuung der Tropfeneigenschaften nicht wiedergeben
konnen. Dazu ist zumindest eine weitere Grofle notwendig. Einen umfassenderen Einblick gibt
die Verteilung der jeweiligen Tropfeneigenschaft. Bevor die Verteilungen des Tropfendurchmes-
sers aus den SPH-Simulationen diskutiert werden, sollen anhand von Tropfengrof3enverteilungen
aus dem Referenzexperiment von Gepperth die zu erwartenden Effekte diskutiert werden.

In Abb. 5.5 sind die kumulativen Verteilungen des Tropfendurchmessers von sechs unterschied-
lichen Betriebspunkten aus dem Experiment von Gepperth (Gepperth, 2018) abgebildet. Die
sechs Betriebspunkte umfassend die Druckniveaus pg =1, 3, 5 und 7 bar und geben daher einen
Einblick, wie sich die Verteilung des Tropfendurchmesser mit zunehmendem Druck verhilt.
Es sei angemerkt, dass die Verteilungen auf den kleinsten Durchmesser, der gemessen wurde,
normiert wurde, um die Vergleichbarkeit der Verteilungen zu gewihrleisten. Eine Erhohung des
Luftdrucks von Umgebungsbedingungen auf 3 bar (Wej,, = 172 und 473 in Abb. 5.5a) ver-
schiebt die Tropfengrofenverteilung nach links oben. Das bedeutet, dass das Spray bei erhohtem
Druck mehr kleine Tropfen und weniger gro3e Tropfen enthilt als bei Umgebungsbedingun-
gen. Eine weitere Erhohung des Drucks von 3 auf 5bar (Wey,, = 473 und 679 in Abb. 5.5a)
verschiebt die Verteilung weiter nach links, allerdings deutlich weniger als von Umgebungsbe-
dingungen auf 3 bar. Ein dhnliches Bild zeigt sich fiir eine weitere Erhohung des Drucks von 5
auf 7 bar (Wey,,,, = 665 und 905 in Abb. 5.5b). Je hoher das absolute Druckniveau, desto weniger
verdndert eine Erhohung des Drucks die Verteilung des Tropfendurchmessers. Dieses Verhalten
stimmt mit dem in Abb. 5.4 zu beobachtenden Verhalten des Sauterdurchmessers tliberein.
Nach diesem Einblick in die zu erwartenden Verdnderungen der Tropfengrofenverteilung bei
einer Druckerhohung im Experiment, wird nun diskutiert, wie sich die Verteilungen aus den
SPH-Simulationen verhalten. In Abb. 5.6 sind die kumulativen Verteilungen des Tropfendurch-
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Abbildung 5.5: Einfluss der Luftdichte auf die Verteilung des Tropfendurchmessers im
Experiment von Gepperth (2018) (ug = 70m/s, hzx = 640 um)

messers dr aller 14 SPH-Simulationen dargestellt. Die Stufen in der Verteilung bei kleinen
Durchmessern sind auf die diskreten Anzahlen an SPH-Partikeln, aus denen die simulierten
Tropfen bestehen, zuriickzufiihren. In Abbildung 5.6a sind die Durchmesserverteilungen aus
sechs Simulationen mit szx = 230 um, ug = 70 und 90 m/s sowie pg = 1, 5 und 15 bar und den
dazugehorigen Weberzahlen Wej,, . (Vgl. Tab. 4.1 und Tab. 4.2) dargestellt. Aus den in Abb. 5.5

1

dr in jrm dr in pm

() hzx =230um (b) hzg =640 um

Abbildung 5.6: Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Verteilung den
Tropfendurchmesser (quasi-kontinuierliche MA)

dargestellten experimentellen Spraydaten ist zu erwarten, dass eine Erhohung von Wey,, . die
Durchmesserverteilung nach links oben zu kleineren Tropfengrof3en hin verschiebt und dass der
Abstand zwischen den Verteilungen mit zunehmender Wey,, . kleiner wird. Eine Erhohung der
Gasgeschwindigkeit bei Umgebungsbedingungen von ug = 70 m/s auf ug = 90m/s (rote und
blaue Volllinie) verschiebt die Verteilung zu kleinen Durchmessern. Dieser Trend kann auch fiir
die Simulationen bei pg = 5 bar (griine und gelbe Volllinie) und bei ps = 15 bar (graue Punkt-
und Strichpunktlinie) beobachtet werden. Die Erhohung des Luftdrucks bei einer konstanten
Gasgeschwindigkeit von ug = 70 m/s (rote und griine Volllinie sowie graue Punktlinie) zeigt
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den unerwarteten Effekt, dass die Verteilung der Tropfengrofe fiir pg = 15 bar rechts unterhalb
der Verteilung fiir pg = 5 bar verlauft. Dies bedeutet, dass das Spray bei pg = 15 bar aus deutlich
mehr groBen Tropfen und weniger kleinen Tropfen als bei pg = 5bar besteht. Dieser Effekt
widerspricht der in Abb. 5.5 dargestellten Tendenz in den experimentell ermittelten Tropfengro-
Benverteilungen. Derselbe Effekt ist auch bei hoherer Gasgeschwindigkeit (ug = 90 m/s) (blaue
und gelbe Volllinie sowie graue Strichpunktlinie) zu beobachten. AuBlerdem ist zu beobachten,
dass die Verschiebung der Verteilungen nur bedingt mit Wey,, . korreliert, sondern vielmehr
auf die Druck- und Geschwindigkeitssteigerung reagiert. Dieser Effekt ist, wie bereits fiir den
Sauterdurchmesser diskutiert, einerseits auf die gewidhlte Betrachtungsweise des Sprays und
andererseits auf die Unterschiede zwischen 2D- und 3D-Simulationen zuriickzufiihren. Fiir den
Filmleger mit der groleren ZK, dessen TropfengroBenverteilungen in Abb. 5.6b dargestellt sind,
konnen dieselben Effekte beobachtet werden wie an der kleineren Zerstiduberkante.

In Abb. 5.7 sind die Verteilungen der axialen Tropfenposition x7 dargestellt. Diese gehen von
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Abbildung 5.7: Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Verteilung der
axialen Tropfenposition (quasi-kontinuierliche MA)

einem Kreisbogen in eine Gerade iiber. Ersterer reprisentiert den Bereich des Priméar- und
Sekundarzerfalls, wahrend der letztere den Transport der Tropfen durch das Rechengebiet wi-
derspiegelt. Der deutlichste Einfluss resultiert aus der Hohe der Zerstduberkante hzx. Dagegen
sind fiir die Luftgeschwindigkeit ug und der Luftdruck ps nur moderate Effekte zu sehen.
Ausnahme sind die Verteilungen fiir p = 15 bar (graue Strich- und Strichpunktlinie). Sie gehen
bei deutlich kleineren Werten von x7 in eine Gerade tiber als fiir Umgebungsbedingungen oder
das mittlere Druckniveau. Daraus kann geschlossen werden, dass die Ligamente bei pg = 15 bar
deutlich kiirzer sind als bei den beiden niedrigeren Druckniveaus. Die Skalierung der Ligament-
lange mit dem Druck entspricht den Beobachtungen im Experiment (Chaussonnet et al., 2020,
Abb. 24 rechts).

Die Verteilungen der vertikalen Tropfenposition y7 sind in Abb. 5.8 dargestellt. Je kleiner die
Streuung der Verteilung, desto kleiner ist der Spraywinkel des zugrundeliegenden Sprays. Die
Streuung der vertikalen Tropfenposition hdngt stark von der Luftdichte ab. Die Anzahlsummen
fiir pg = 15 bar zeigen, dass sich das Spray deutlich weniger aufweitet als bei pg = 1 oder 5 bar.
Mehr als 60 % der Tropfen halten sich bei pg = 15bar im Nachlauf der Filmleger auf (|yr |
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Abbildung 5.8: Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Verteilung der
vertikalen Tropfenposition (quasi-kontinuierliche MA)

< hzg).

Die Verteilungen der axialen Tropfengeschwindigkeit ur sind in Abb. 5.9 dargestellt. Wie zu er-
warten sind die Verteilungen von ur proportional zur mittleren Gasgeschwindigkeit ug (Wey,,
=69 bis 224 in Abb. 5.9b). Eine Erhohung des Luftdrucks auf pg =5 bar (Wey,,, =428 und 707
in Abb. 5.9b) erhoht ebenso die Tropfengeschwindigkeit. Allerdings ergeben sich fiir pg = 15 bar
(Wep,, =937 und 1550 in Abb. 5.9b) deutlich mehr langsame Tropfen als fiir die entsprechende
Simulation bei pg = 5bar. Dieselbe Beobachtung kann auch fiir die Simulationen mit hzg =
230 pm gemacht werden.

Die Verteilungen der vertikalen Tropfengeschwindigkeit v sind in Abb. 5.10 abgebildet. Eine
grofle Streuung von vy zeigt, dass hohe Vertikalgeschwindigkeiten oft vorkommen, und dass
viele Tropfen sich quer zur Hauptstromungsrichtung bewegen. Fiir Tropfenbewegungen durch
das Rechengebiet von oben nach unten (vy < O0m/s) steigt die Streuung mit zunehmender Gas-
geschwindigkeit u;. Eine Erhohung des Luftdrucks von pg = 1 auf 5 bar erhoht teilweise die
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Abbildung 5.9: Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Verteilung der
axialen Geschwindigkeit der Tropfen (quasi-kontinuierliche MA)
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Abbildung 5.10: Einfluss der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Verteilung der
vertikalen Geschwindigkeit der Tropfen (quasi-kontinuierliche MA)

Streuung, wihrend die Erhohung von pg = 5 auf 15 bar die Streuung deutlich reduziert.

Die beobachteten Einfliisse der drei variierten Einflussgroen - der Hohe der Zerstduberkante
hzk, der Gasgeschwindigkeit ug und des Luftdrucks pg stimmen weitestgehend mit den Er-
wartungen iliberein. Allerdings weichen die Ergebnisse der Simulationen bei pg = 15 bar (grau)
in allen fiinf Groen vom erwarteten Verhalten ab. So besteht das Spray aus deutlich mehr
groflen Tropfen und weniger kleinen Tropfen als bei pg = 5 bar. Die Ligamente sind deutlich
kiirzer als bei den beiden anderen Druckniveaus. Die vertikale Tropfenposition ist auf einen
sehr schmalen Spraykegel fokusiert. Die Tropfen bewegen sich in Stromungsrichtung deutlich
langsamer als bei pg = 5 bar. Die Streuung der vertikalen Tropfengeschwindigkeit ist ebenfalls
deutlich kleiner als bei pg = 5 bar. Diese Beobachtungen decken sich mit den Verdanderungen in
der Zerfallscharakteristik, die bei pg = 15 bar in den durchgefiihrten SPH-Simulationen auftre-
ten. In Abb. 5.11 sind zwei Zerfallssequenzen fiir pg = 15 bar dargestellt, die die diskutierten
Effekte in den Verteilungen der Tropfeneigenschaften plausibilisieren. Die erste Zerfallssequenz
(Fliissigkeit in rot, blau, griin, orange, gelb) zeigt ein ca. 1,8 mm langes Ligament im Nachlauf
des Filmlegers. Durch die nach oben zeigende Spitze wird das Ligament von der Luftstromung
zundchst nach unten gedriickt (rote MA). Von der unteren Scherschicht zwischen dem Nachlauf
und der schnellen Luftstromung (Siehe Abb. 4.3) wird das Ligament wieder nach oben gelenkt
und bewegt sich so im Nachlauf auf und ab. Die Interaktion mit der Scherschicht sorgt dafiir, dass
aus dem Ligament einzelne grofe Tropfen herausgelost werden. Diese groB3en Tropfen bewegen
sich die ganze Zeit im Nachlauf der Filmlegers (|yr| < 0,5 mm) und zerfallen in der Regel nicht.
Nur fiir einzelne groBe Tropfen ist die Relativgeschwindigkeit grofl genug, sodass sie zerfallen
(gelbe Momentaufnahme). In der zweiten Zerfallssequenz (Fliissigkeit in braun, rosa und grau)
kann eine ausgeprigtere Auf- und Abbewegung des Ligaments beobachtet werden. Diese resul-
tiert aus den in dieser Sequenz ausgeprigteren Filmwellen. Dadurch wird das Ligament von der
schnellen Luftstromung stirker in das Nachlaufgebiet gedriickt (rosa Momentaufnahme). Die
vertikale Geschwindigkeit der Tropfen wird erhoht, sodass sie tiefer in die schnelle Luftstrémung
eintauchen und dort zerfallen (graue Momentaufnahme).

Insgesamt ist die Auf- und Abwirtsbewegung der Ligamente bei pg = 15 bar deutlich weniger
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Abbildung 5.11: Zwei Zerfallssequenzen am Filmleger mit den Zeitpunkten der
Momentaufnahmen fiir pg = 15 bar, ug = 70m/s, hzg = 230 um

ausgeprigt als bei pg = 5 und 1bar (Vgl. Abb. 4.4). Bei hohen Driicken bilden sich deutlich
seltener Wellen auf dem Filmleger und die Ligamente scheinen die Winde ,,friiher zu spiiren®.
Beide Effekte sorgen dafiir, dass die groen Tropfen sich hiufig im Nachlauf aufhalten und nicht
zerfallen.

Fiir diese Anderung des Zerfallsregimes der Fliissigkeit bei pg = 15 bar gibt es zwei Hypothe-
sen. Die erste bezieht sich auf die vertikale Ausdehnung des Rechengebiets und zweite auf die
gewihlten numerischen Parameter. Die vertikale Ausdehnung der von Gepperth (2018, Abb.
3.2) verwendeten Hochdruckmessstrecke betrdagt mehrere Vielfache der Kanalhdhe von 8,1 mm.
Das SPH-Rechengebiet bildet ober- und unterhalb des Filmlegers die halbe Kanalhohe ab (Siehe
Abb. 4.1). Moglicherweise ist diese Hohe schlicht zu klein, um bei pg = 15 bar die Dynamik des
Flissigkeitszerfalls korrekt abzubilden. Ein Einfluss der Grenzschichtdicke ist nicht zu erwarten,
da diese bei pg = 15 bar ca. 1,5 mm betrdgt und fiir die Betriebspunkte mit pg = 5 bar und 1 bar
zwischen 1,59 und 1,95 mm betrégt (Tab. 4.2). Weitere mogliche Griinde fiir den unerwarteten
Einfluss des Luftdrucks auf die Tropfengroenverteilungen in den SPH-Simulationen konnten
die gewihlten Werte fiir den Hintergrunddruck und die fiktive Schallgeschwindigkeit sein (Siehe
Anhang A.3). Der Hintergrunddruck sorgt fiir eine Stabilisierung der Phasengrenze, an welcher
es durch die Krifte aus dem Modell der Oberflichenspannung zu Instabilititen kommen kann.
Deshalb ist es denkbar, dass der Hintergrunddruck bei pg = 15 bar relativ zu den Werten bei
pc = 1 bar und 5 bar zu hoch gewihlt wurde, sodass die Tropfen erst bei unphysikalisch hohen
Weberzahlen zerfallen.
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Eine abschlieende Beurteilung dieser beiden Einfliisse hitte mehrere Sensitivititsstudien er-
fordert, die im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt werden konnten. Deshalb werden
die SPH-Simulationen bei pg = 15bar in den folgenden Abschnitten und nichsten Arbeits-
schritten (multivariate statistische Modellbildung und Metamodellierung) nicht beriicksichtigt.
Nach diesem Einblick in die Einfliisse der Betriebs- und Geometrieparameter auf die Trop-
feneigenschaften, werden im folgenden Abschnitt die Zusammenhénge zwischen den einzelnen
Tropfeneigenschaften diskutiert.

5.4 Zusammenhénge zwischen den Tropfeneigenschaften

Wie die verschiedenen Tropfeneigenschaften mit einander zusammenhédngen wird in diesem
Abschnitt beleuchtet. Dazu werden bivariate Histogramme verwendet, welche die gemeinsame
Wahrscheinlichkeit zweier Tropfeneigenschaften abbilden. Ausgangspunkt sind wie im vorhe-
rigen Abschnitt die quasi-kontinuierliche Momentaufnahmen des Sprays. In Abb. 5.12a ist die
gemeinsame Wahrscheinlichkeit des Tropfendurchmessers dr und seiner axialen Position xr
abgebildet. Sie kann auch als Entwicklung der Tropfengrof3enverteilung tiber die Zeit interpre-
tiert werden. Der erste Bereich (xy7 € [0, 1] mm) ist dominiert vom Zerfall der Ligamente
(Primérzerfall), im zweiten Bereich (xy € [1, 3] mm) iiberwiegt der Zerfall der gro3en Trop-
fen (Sekundirzerfall) und im dritten Bereich (xy7 € [3, 6] mm) iiberwiegt der Transport der
Tropfen in der Gasstromung (Vgl. Abb. 5.3). Die Primérzerfallszone ist durch grofle Tropfen
(dr € [6, 300] um) charakterisiert und wird vom Ligamentzerfall iiberlagert (Abb. 4.7a). Diese
groflen Tropfen zerfallen in kleinere Tropfen (Sekundérzerfall). Deshalb sinkt im Sekundérz-
erfallsbereich die Anzahl der groB3en Tropfen, wihrend die Anzahl der kleinen Tropfen (dy <
25 um) deutlich ansteigt. Im Bereich des Tropfentransports dndert sich die Tropfengrof3enver-
teilung hingegen kaum.

Der Verlauf der Tropfengeschwindigkeit in Stromungsrichtung ist in Abb. 5.12b dargestellt.
Innerhalb der Primérzerfallszone bewegen sich die meisten Tropfen vergleichsweise langsam
(ur < 10m/s) und sind damit in der selben GroBenordnung wie die Geschwindigkeiten der
Ligamentspitzen (Siehe Abb. 4.9a). Im gesamten Zerfallsbereich wird die Geschwindigkeitsver-
teilung signifikant breiter, da die existierenden Tropfen von der Gasphase beschleunigt werden,
wihrend die soeben generierten Tropfen dieselbe Geschwindigkeit wie die Ligamentspitzen
haben. In der Sekundirzerfallszone werden die meisten Tropfen auf bis zu 50 m/s, das sind
ca. 70 % der mittleren Gasgeschwindigkeit, beschleunigt. Die maximale Geschwindigkeit eines
Tropfens hangt von seiner Groe ab. In Abb. 5.12c ist der Zusammenhang zwischen der axialen
Tropfengeschwindigkeit u7 und dem Tropfendurchmesser dr dargestellt. Es zeigt sich, dass die
maximale Geschwindigkeit eines Tropfens umgekehrt proportional zu seiner GroéBe ist. Grofie
Tropfen (dy > 100 um) erfahren zwar eine groe Widerstandskraft durch die Luft, da aber
die Triagheit dominiert, bleibt die Relativgeschwindigkeit grof3, was zum Zerfall dieser Tropfen
fiihrt. Somit konnen diese Tropfen keine groen Geschwindigkeiten erreichen (ur < 30m/s).
Die aus dem Sekundirzerfall resultierenden und die bereits existierenden kleinen Tropfen wer-
den durch die Beschleunigung kaum verformt, wodurch sie deutlich grolere Geschwindigkeiten
erreichen. Die maximale axiale Tropfengeschwindigkeit erhoht sich mit uz o d;O'S . Dies stimmt
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mit experimentellen und numerischen Untersuchungen des Experiments (Warncke et al., 2017,
Fig. 26) tiberein.

Die Struktur des Geschwindigkeitsfelds (Abb. 4.2) hat groBen Einfluss auf den Zusammenhang
zwischen der axialen Tropfengeschwindigkeit #7 und der vertikalen Tropfenposition y7, welcher
in Abb. 5.12d dargestellt ist. Die meisten Tropfen bleiben im Nachlauf des Filmlegers (y € +
200 um), wo sie Geschwindigkeiten von bis zu 60 m/s erreichen. Tropfen, die in die schnelle
Luftstromung eintauchen, werden deutlich schneller (u7 > 60 m/s). Die Mindestgeschwindig-
keit der Tropfen steigt mit zunehmender Distanz vom Filmleger linear an. Da die allermeisten
Tropfen, die in die schnelle Luftstromung eintauchen, sich von der Mitte zum oberen oder unte-
ren Rand des Rechengebiets bewegen (|yr| steigt), repriasentiert Abb. 5.12d die Beschleunigung
dieser Tropfen iiber die Zeit durch die Luftstromung.
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Abbildung 5.12: Zusammenhinge zwischen den Tropfeneigenschaften I fiir pg = 5 bar,
ug =70m/s, hzg =230 um (quasi-kontinuierliche MA), aus Holz et al.
(2019, Fig. 14)
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(2019, Fig. 15)

Die Zusammenhinge zwischen dem Tropfendurchmesser dr und der vertikalen Tropfenposition
yr und -geschwindigkeit vy sind in den Abb. 5.13a und 5.13b dargestellt. Beide GroBen, yr
und vr, folgen einer GauBverteilung um null. Dabei ist die Breite ihrer Verteilung umgekehrt
proportional zur TropfengroBe. Grole Tropfen (dr > 100 um) existieren nur im und nahe des
Nachlaufs des Filmlegers (y7r € + 1 mm), wo die Gasgeschwindigkeit relativ klein ist. Ihre ver-
tikale Geschwindigkeit ist mit vy € [—-10, 10] m/s vergleichsweise klein und @hnlich grof} wie
die der Ligamentspitzen (Sieche Abb. 4.9b). Kleinere Tropfen konnen sich auch aus dem Nach-
lauf herausbewegen, ohne zu zerfallen, wozu sie eine deutlich hohere Vertikalgeschwindigkeit
vr benotigen. Die Komponenten der Geschwindigkeitsvektoren der Tropfen sind in Abb. 5.13¢
abgebildet. Das Verhiltnis von vy /uz reicht von 0 bis 2. Das Verhéltnis von vy /ur = 2 entspricht
einem Winkel von 63°. Jedoch weisen die meisten Vektoren eine sehr grofle axiale Komponen-
te auf (vr/ur < 0,01). Diese Vektoren sind mit den in Abb. 5.13d dargestellten Trajektorien
der Tropfen verkniipft. Die Tropfen sind weit {iber das Rechengebiet verteilt und bilden einen
typischen Spraykegel. Typischerweise folgt ihre Trajektorie einer logarithmischen Kurve (Strich-
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linie, yr = a - log(x7 + 1)). Einige Tropfen kreuzen das Rechengebiet von oben nach unten und
umgekehrt, wodurch sich ,,Zickzack“-Trajektorien ergeben (Vgl. Abb. 5.1a). Die Tropfen, welche
sich auf einer logarithmischen Kurve durch das Rechengebiet bewegen, sind in Abb. 5.14a in
den Quadranten Q2 und Q3 zu finden, wihrend den Tropfen auf den ,,Zickzack““-Trajektorien die
Quadranten Q1 und Q4 zugeordnet werden konnen. Durch diese Zuordnung zeigt sich, dass sich
mehr Tropfen auf den logarithmischen Kurven als auf den ,,Zickzack*“-Trajektorien bewegen.
Der in Abbildung 5.14b dargestellte Zusammenhang der vertikalen Tropfengeschwindigkeit vy
und der axialen Tropfenposition x7 resultiert aus der Uberlagerung beider Trajektorientypen.
Wihrend die maximalen Vertikalgeschwindigkeiten im Primér- und Sekundérzerfallsbereich zu-
nehmen, klingen sie im Transportbereich wieder ab. Tropfen, die der logarithmischen Trajektorie
folgen, bendtigen im Zerfallsbereich (x7 € [0, 3] mm) eine hohe Vertikalgeschwindigkeit, die
weiter stromab immer weiter abnimmt. Dies legt nahe, dass die hohen Vertikalgeschwindigkei-
ten im Transportbereich von den Tropfen stammen, die den gezackten Trajektorien folgen. In den

qlvr,yr) in sf/m 1/mm

glep,vr) in s/m 1/mm % 107

0 0.002 0004 0006 0008 0.0
4 = - 50
Ql )
3 40
2 30
g 11 - 20 ——=
80 4 0
Bl 1— ErdY
2l T 20+
_3U .
-3 Y -40 -
41 | | | | | | | | 50 4
=50 -40 <30 220 -10 0 10 20 30 40 30
vp in m/s @ in mm
(a) Vert. Position und Geschwindigkeit (b) Vert. Geschwindigkeit und axiale Position

Abbildung 5.14: Zusammenhinge zwischen den Tropfeneigenschaften III fiir
pc =5Sbar, ug =70m/s, hzx = 230 um (quasi-kontinuierliche MA)

zehn Paaren der Tropfeneigenschaften dr, xr, yr, ur, vy sind starke Abhingigkeiten enthalten.
Diese multivariaten Abhingigkeiten werden im Folgenden mit den verfiigbaren Tropfeneigen-
schaften aus dem Experiment verglichen. Dazu sind in Abb. 5.15 die Zusammenhénge zwischen
dem Tropfendurchmesser dr und der axialen Tropfenposition x7r sowie der axialen Tropfen-
geschwindigkeit ur dargestellt. Die Betriebsbedingungen sind bis auf die Filmbeladung V /b
und die Hohe der Zerstauberkante /zx identisch zu der zuvor diskutierten SPH-Simulation.
In Abb. 5.15a ist der Zusammenhang zwischen dem Tropfendurchmesser dr und der axialen
Tropfenposition x7 dargestellt. Die Tropfengréen im Experiment und der SPH-Simulation de-
cken einen dhnlichen Bereich ab. Analog zur SPH-Simulation kann eine Primérzerfallszone
(x7 € [0, 1,5] mm) sowie eine Sekundirzerfallszone identifiziert werden, die sich mit der
Transportzone (x7 € [1,5, 5] mm) iiberlappt. Dass kleine Tropfen mit dy < 40 um vermehrt
im Bereich xy € [0,5, 3,0] mm auftreten aber nicht weiter stromab, ist vermutlich auf das ver-
wendete Messverfahren zuriickzufiihren. Dabei wurden je zwei Schattenbilder innerhalb eines
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Abbildung 5.15: Zusammenhinge zwischen den Tropfeneigenschaften im Experiment
(Gepperth, 2018) fiir pg = Sbar, ug = 70m/s, hzx = 640um, V/b =
50 mm?/s

sehr kleinen Zeitfensters aufgenommen. Die axiale Geschwindigkeit der Tropfen wurde dann
aus der Position der Tropfen in beiden Bildern bestimmt. Durch die hohe Geschwindigkeit der
kleinen Tropfen (Abb. 5.15¢) und ihre axiale Beschleunigung werden diese kleinen Tropfen fiir
x7 € [3, 6] mm weniger hiufig erfasst. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von d7 und
xr zeigt eine groBe Ubereinstimmung zwischen dem Experiment und der SPH-Simulation (Vgl.
Abb. 5.12a).

Die in Abb. 5.15b dargestellte axiale Beschleunigung der Tropfen im Experiment deckt sich mit
den Ergebnissen der SPH-Simulation (Vgl. Abb. 5.12b). Allerdings ist die Geschwindigkeit, die
die meisten Tropfen bei xy = S mm erreicht haben, mit u7 = 25 m/s geringer als in der SPH-
Simulation (#7 = 35 m/s). Anzumerken ist, dass in der experimentellen Auswertung Tropfen mit
negativer Axialgeschwindigkeit nicht beriicksichtigt wurden. Der Zusammenhang zwischen dr
und u7 im Experiment (Abb. 5.15¢) zeigt eine groBe Ubereinstimmung mit der Verteilung der
SPH-Simulation (Vgl. Abb. 5.12c¢). Jedoch liegen die haufigsten Geschwindigkeiten der kleinen
Tropfen nicht um u7y = 40 m/s, sondern im Bereich uy € [10, 25] m/s und es werden keine
Tropfengeschwindigkeiten grofler als die Gasgeschwindigkeit u; gemessen.
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Trotz einzelner Abweichungen ist die qualitative und quantitative Ubereinstimmung zwischen
den drei diskutierten Paaren der Tropfeneigenschaften sehr grof3. Somit kann davon ausgegangen
werden, dass die SPH-Simulationen die Physik der Zerstdaubung ausreichend genau wiederge-
ben. Nach diesem Einblick in die Zusammenhinge zwischen den Tropfeneigenschaften werden
im nichsten Abschnitt die Einfliisse der Betriebs- und Geometrieparameter auf diese Zusam-
menhénge beleuchtet.

5.5 Einfluss der Betriebsparameter und Geometrie auf die Zusammenhan-
ge zwischen den Tropfeneigenschaften

Das multivariate statistische Modell soll nicht nur den im vorangegangen Abschnitt diskutierten
multivariaten Charakter des Sprays wiedergeben konnen, sondern soll auch in der Lage sein,
diese Tropfenstartbedingungen fiir unterschiedliche Betriebsbedingungen zu generieren. Dazu
ist es notwendig, den Einfluss der Betriebsparameter und Geometrie auf die Zusammenhin-
ge zwischen den Tropfeneigenschaften zu diskutieren. In den SPH-Simulationen wurden die
Luftgeschwindigkeit ug, der Luftdruck ps bzw. die Luftdichte p; sowie die Hohe der Zerstiu-
berkante hzg variiert. Die Zusammenhédnge werden anhand von sechs bivariaten Kerndichten
diskutiert, die auf Basis der quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen geschétzt wurden. Dar-
gestellt sind Linien konstanter Wahrscheinlichkeit (Hohenlinien). Fiir die Referenzsimulation
(pg = Shbar, ug = 70m/s, hzx = 230 um) sind bis zu drei rote Hohenlinien unterschiedlicher
Wahrscheinlichkeit abgebildet, um den bivariaten Charakter der Verteilung zu illustrieren. Zum
Vergleich werden fiir drei Simulationen jeweils eine Hohenlinie bei einer kleinen Wahrschein-
lichkeit (0,10 bis 0,01) in den Farben Blau, Griin und Gelb gezeigt. Die Kerndichteschitzer sind
eine andere Darstellung der bereits in Abb. 5.12 und Abb. 5.13 diskutierten bivariaten Histo-
gramme. In Abb. 5.16a ist der Effekt von p¢, ug und hzg auf den Tropfendurchmesser dy sowie
den Primir- und Sekundérzerfallsbereich und den Transportbereich anhand von Hohenlinien
der Wahrscheinlichkeit 0,01 dargestellt. Diese recht kleine Wahrscheinlichkeit wird gewihlt, da
in den Randbereichen der bivariaten Kerndichten signifikante Verdnderungen zu beobachten
sind. Die Erhohung von ug (griine Hohenlinie) resultiert in kleinere Tropfengréfen dr und
einer Erhohung von hzg (blaue Hohenlinie) bzw. eine Verringerung von pg (gelbe Isolinie)
in groBere Tropfen im Vergleich zur Referenzsimulation. Diese Trends stimmen gut mit den
Beobachtungen aus dem Experiment iiberein (Chaussonnet et al., 2020; Gepperth et al., 2012).
Fiir die griine, rote und gelbe 0,01-Hohenlinie konnen die maximalen Tropfendurchmesser dr =
120, 155 und 230 pm bei x7 = 1,2 mm beobachtet werden, wihrend fiir die blaue 0,01-Hohenlinie
der maximalen Tropfendurchmesser dr = 175 um weiter stromab bei x7 = 1,8 mm auftaucht.
Diese Maxima grenzen den Primérzerfallsbereich und den Sekundérzerfallsbereich von einan-
der ab. Mit zunehmendem Ak (blaue Hohenlinie) vergroflert sich die Primérzerfallszone. Dies
ist plausibel, da sich damit auch der Nachlauf des Filmlegers vergroflert (Vgl. Abb. 4.2) und so
langere Ligamente entstehen. Im Gegensatz dazu zeigen ug und pg (griine und gelbe Hohen-
linien) keinen signifikanten Einfluss auf die GroBe der Primérzerfallszone. Abb. 5.16b spiegelt
die Beschleunigung der Tropfen durch die Luftstromung wieder. Mit zunehmendem /g und
abnehmendem pg (blaue und gelbe Hohenlinien) sinken im Vergleich zur Referenzsimulation
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(rote Hohenlinie) sowohl die minimale als auch die maximale Axialgeschwindigkeit der Trop-
fen ur. Eine Erhohung von ug (griine Hohenlinie) fiihrt dazu, dass die schnellsten Tropfen
hohere Axialgeschwindigkeiten als im Referenzfall (rote Hohenlinie) erreichen, wihrend die
langsamen Tropfen davon nicht beeinflusst werden. Dies kann damit erklédrt werden, dass sich
die meisten schnellen Tropfen in der schnellen Luftstrémung befinden. Die meisten langsamen
Tropfen verbleiben im Nachlauf des Filmlegers, wo sie nur miBig beschleunigt werden. Sowohl
die Erhohung von hzk als auch die Verringerung von pg (blaue und gelbe Hohenlinien) ver-
groBern den Nachlauf des Filmlegers. Dadurch werden die langsamen Tropfen weniger stark
beschleunigt als in der Referenzsimulation. In diesen beiden Simulationen (blaue und gelbe
Hohenlinien) erreichen die Tropfen deutlich kleinere maximale Axialgeschwindigkeiten als in
der Referenzsimulation, da die Tropfen groBer sind und die maximale Geschwindigkeit eines
Tropfens umgekehrt proportional zur seiner Grof3e ist.

In Abb. 5.16c¢ ist der Zusammenhang zwischen dr und ur dargestellt. Eine Erhohung von hzg
oder eine Absenkung von p¢ (blaue und gelbe Hohenlinien) vergro3ert den maximalen Tropfen-
durchmesser im Vergleich zur Referenzsimulation (rote Hohenlinien) deutlich. Eine Erhohung
von ug (griine Hohenlinie) reduziert hingegen die maximale Tropfengrofle. Die maximale Ge-
schwindigkeit der Tropfen wird wesentlich von u; beeinflusst (rote und griine Hohenlinien),
wihrend hzx und p (blaue und gelbe Hohenlinien) zu keiner signifikanten Verdnderung fiihren.
Auffallend ist, dass sich fiir die dickere Zerstduberkante (blaue Hohenlinien) deutlich haufiger
negative Tropfengeschwindigkeiten ergeben. Dies ist vermutlich auf das verstirkte Auf- und
Abbewegung der Ligamente zuriickzuftihren (Vgl. Abb. 4.9a).

Der Zusammenhang zwischen der vertikalen Position der Tropfen y7 und ihrer Axialgeschwin-
digkeit uy ist in Abb. 5.16d dargestellt. Auch hier sind die Einfliisse von hzk, ug und p¢ (blaue,
griine und gelbe Hohenlinien) auf die maximale Geschwindigkeit der Tropfen klar zu erkennen.
Die vertikale Position y7 der maximalen Tropfengeschwindigkeit dndert sich im Vergleich zur
Referenzsimulation stark mit ps (gelbe Hohenlinie), wihrend sich diese durch ug und hzg
(blaue und griine Hohenlinien) kaum dndert. Die Erhohung von us verschmailert den Sprayke-
gel, da die Axialgeschwindigkeit u7 zunimmt, wihrend die Vertikalgeschwindigkeit vz nahezu
gleich bleibt (Vgl. Abb. 5.16e). Die Erhohung von hzg vergroBert den Nachlauf des Filmlegers,
wodurch sich die Tropfen dort ldnger aufhalten, sodass der Spraykegel ebenfalls schmaéler wird
(Vgl. Abb. 4.2). Somit fiihren verschiedene Mechanismen im Bezug auf y7 zum selben Effekt.

Die Komponenten der Geschwindigkeitsvektoren der Tropfen sind in Abb. 5.16e dargestellt.
Obwohl sich die maximale Axialgeschwindigkeit der Tropfen mit 42k, ug und p¢ stark dndern,
verdndern sich die maximalen Verhiltnisse vy /ur kaum. Die blauen und griinen Hohenlinien
(Anderung von hzx bzw. ug) verindern ihre Ausdehnung, wihrend ihre Form gleich bleibt,
da alle drei Simulationen dem selben Zerfallsmechanismus unterliegen. Eine Verringerung von
pc (gelbe Hohenlinien) sorgt insbesondere bei Tropfen mit kleinen Axialgeschwindigkeiten
fiir groBere Vertikalgeschwindigkeiten. Dadurch weitet sich der Spraykegel im Vergleich zur
Referenzsimulation auf (gelbe und rote Hohenlinien in Abb. 5.16f). Die rdumliche Verteilung
der Tropfen wird von hzg und ug (blaue und griine Hohenlinien in Abb. 5.16f) dagegen kaum
beeinflusst.

Nach diesen Einblicken in die Tropfeneigenschaften, ihre Zusammenhinge und den Einfluss der
Betriebs- und die Geometrieparameter, werden im folgenden Kapitel zwei Ansitze zur statisti-
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schen Modellierung dieser multivariaten Zusammenhinge vorgestellt. Im libernidchsten Kapitel

werden die Parameter der beiden multivariaten statistischen Modelle analysiert und mit den
Betriebs- und Geometrieparametern verkniipft werden.
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Im vorangegangenen Kapitel wurden anhand von drei verschiedenen Betrachtungsweisen das
Spray, die Zusammenhinge zwischen den einzelnen Tropfeneigenschaften sowie die Einfliis-
se der Betriebs- und Geometrieparameter diskutiert. Damit sind nun die Eigenschaften der
Ausgangsdaten fiir die multivariate statistische Modellierung bekannt (Vgl. Abb. 3.2) und die
Modellbildung kann beginnen. Im folgenden Abschnitt 6.1 werden zunéchst die Anforderungen
an das zu entwickelnde multivariate statistische Modell definiert. AnschlieBend werden zwei
Modellierungsansitze vorgestellt, welche im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden (Ab-
schnitte 6.2 & 6.3). Dabei werden zunichst die Modellstrukturen und die zugrundeliegenden
Annahmen erldutert. Dann werden die Methodiken zur Auswahl der Verteilungsfunktionen und
der optimalen Modellparameter beschrieben. Darauf aufbauend wird erldutert, wie aus den mo-
dellierten multivariaten Verteilungsfunktionen neue Stichproben generiert werden konnen. In
Abschnitt 6.4 werden dann ausgewihlte Ergebnisse der statistischen Simulationen der beiden
Ansitze vorgestellt. Anhand mehrerer Kriterien werden in Abschnitt 6.5 die Vor- und Nachteile
der beiden Ansitze diskutiert.

6.1 Anforderungen

Die erkldrten Ziele dieser Arbeit sind die multivariate statistische Modellierung einer fiinfdi-
mensionalen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) und die Generierung von Stichproben
aus dieser Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (Siehe Abschnitt 3.1). Des weiteren sollen die
Modellparameter der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion mit den simulierten Betriebspunkten
verkniipft werden. Die dazu verwendeten Metamodelle ermdoglichen es, Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen an dazwischen liegenden Betriebszustinden zu bestimmen. AuBerdem soll die
Generierung neuer Stichproben wihrend einer Euler-Lagrange-Simulation zu jedem Zeitschritt
durchgefiihrt werden konnen. Daraus ergeben sich fiir die multivariate statistische Modellierung
und Simulation folgende Anforderungen:

» Abbildung der statistischen Eigenschaften der Ausgangsdaten mit geeigneten Modellen.

* Generierung von Stichproben, die den statistischen Eigenschaften der Ausgangsdaten
entsprechen.

* Verwendung von parametrisierten Verteilungsfunktionen, um eine Metamodellierung zu
ermoglichen.

* Hinsichtlich Speicherplatz und Rechenzeit effiziente Algorithmen fiir die Stichprobenge-
nerierung.

Unter Beachtung dieser Anforderungen wurden zwei Modellierungsansitze zur multivariaten
statistischen Modellierung und Simulation entwickelt. Diese werden in den beiden folgenden
Abschnitten niher erldutert.
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6.2 Statistischer Ansatz: Copula-Konstruktion

Dieser Ansatz basiert auf der rein statistischen Modellierung der fiinfdimensionalen Spraydaten.
Dazu wird die bereits in anderen Anwendungen etablierte Methodik der Copulas und Copula-
Konstruktionen verwendet (Siehe Unterabschnitt 3.4.3). Im folgenden Unterabschnitt 6.2.1 wird
das Vorgehen bei der Modellbildung der Copula-Konstruktion detailliert erldutert. Teile davon
wurden bereits in der genannten Veroffentlichung (Coblenz et al., 2020) publiziert, ebenso wie
der dafiir verwendete MATLAB-Code (Coblenz, 2021). Es folgt in Unterabschnitt 6.2.2 die
Diskussion der darauf aufbauenden Modellierung der Randverteilungen. AbschlieBend wird in
Unterabschnitt 6.2.3 erldutert, wie auf Basis der Copula-Konstruktion und der Randverteilungen
neue Stichproben generiert werden konnen.

Ausgangspunkt fiir die Modellbildung sind die statistisch unabhéingigen Momentaufnahmen,
welche in Kapitel 5 diskutiert wurden. Die Copula-Konstruktion besteht aus den entsprechen-
den Copulas und den dazugehorigen Randverteilungen. Zunachst wird das Vorgehen fiir die
Ermittlung der optimalen Struktur der Copula-Konstruktion, der optimalen Copula-Familien
sowie der optimalen Modellparameter einer jeden Copula-Familie erldutert. AnschlieBend wird
das Vorgehen zur Ermittlung geeigneter Verteilungsfunktionen fiir die Randverteilungen und
deren optimalen Modellparametern erklart.

6.2.1 Copula-basierte Modellbildung: Copula-Konstruktion

Die in diesem Unterabschnitt dargestellte Vorgehensweise zur Modellbildung der Copula-
Konstruktion folgt weitestgehend der in Unterabschnitt 3.4.3 erlduterten Vorgehensweise. Die
Struktur einer fiinfdimensionalen Copula-Konstruktion besteht aus vier explizit zu wihlenden
Paaren der fiinf GroBen dr, xr, yr, ur, vr (Siehe Abb. 3.13). Daraus ergeben sich sechs wei-
tere bedingte Paare. In den beiden Abbildungen 6.1 und 6.2 sind die bivariaten Kerndichten
der rangtransformierten statistisch unabhingigen Momentaufnahmen der zehn Paare von dr,
xr, yr, ur, vy dargestellt. Der Durchmesser der mit der SPH-Methode simulierten Tropfen dr
hingt von der Anzahl der SPH-Partikel ab, die den Tropfen reprisentieren. Daraus ergeben sich
fiir den Durchmesser diskrete Werte. Wenn in einem Datensatz mehrere Tropfen des gleichen
Durchmessers existieren, konnen diese nicht eindeutig aufsteigend sortiert werden, wodurch
keine eindeutige Rang-Transformation dieses Datensatzes existiert. Dies wird vermieden, indem
weiles Rauschen (N (0 um, 1 um)) addiert wird (engl. jittering). Dadurch hat jeder Tropfen in
der aufsteigenden Sortierung eine eindeutige Position. Zu allen anderen Groé8en (x7, yr, ur, vr)
wird kein weifles Rauschen addiert. In Abb. 6.1a zeigt sich ein starker umgekehrt proportionaler
Zusammenhang zwischen dr und ur, wobei es keine schnellen und zugleich gro3en Tropfen gibt
(Vgl. Abb. 5.12¢). Wie zu erwarten ist in Abb. 6.1b eine starke Proportionalitidt zwischen u7 und
x7 zu beobachten, allerdings bleiben die gegeniiberliegenden Ecken leer (Vgl. Abb. 5.12b). Fiir
das Paar yr und u7 in Abb. 6.1c ergibt die Kerndichteschitzung eine charakteristische U-Form
(Vgl. Abb. 5.12d). Diese beschreibt einen proportionalen Zusammenhang zwischen u7 und |yr|.
Dieser proportionale Zusammenhang gilt auch fiir das in Abb. 6.1d dargestellte Paar vy und
yr (Vgl. Abb. 5.14a). Die charakteristische U-Form ist in fiinf weiteren Paaren zu beobachten
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Abbildung 6.1: Bivariate Kerndichten der Tropfeneigenschaften I fiir pg = 5 bar,
ug =70m/s, hzg = 230 um (stat.-unabh. MA rang-transformiert)

(Abb. 6.2a bis 6.2d und 6.2f). Dies hdngt mit dem einfachen Auftreten der Variablen yr und
vr zusammen. Aullerdem zeigt sich in Abb. 6.2e ein umgekehrt proportionaler Zusammenhang
zwischen dr und x7. Die in Abb. 6.2 dargestellten Kerndichten fiillen zumeist die Einheitsflache
vollstdandig aus. Dies ist ein Hinweis darauf, dass die abgebildeten Zusammenhénge nur schwach
ausgeprigt sind. Diese Einschétzung wird von den Scatterplots in Coblenz et al. (2020, Fig. 12)
unterstiitzt. Folglich werden die vier Paare (dr, ur), (ur, xr), (ur, yr), (1, v7) ausgewihlt, da sie
fiir alle zehn SPH-Simulationen diese deutliche Abhéngigkeit zeigen. Diese vier Paaren werden
nach dem Algorithmus von Dimann et al. (DiBmann et al., 2013) anhand der groBBten Werte fiir
das paarweise Kendalls 7 (Gl. 3.29) verknlipft. Dies fiihrt zu zwei moglichen Strukturen der
Copula-Konstruktion (Siehe Coblenz et al. (2020, Fig. 6)):

fdxyuv = fa fx fy Ju fv Cau Cux Cuy Cyv Cdx|u Cxylu Cuv|y Cdylux Cxvluy Cdv|uxy (6.1)

fdxyuv = fa fx fy Ju fv cau Cux Cuy Cyv Cdx|u Cdylu Cuvly Cxy|du Cdviuy Cxv|dyu (6.2)

Um die optimale Struktur der Copula-Konstruktion, die optimalen Copula-Familien sowie die
optimalen Modellparameter einer jeden Copula-Familie zu ermitteln, wird ein Ansatz gewihlt,
der alle drei Schritte integriert. Die Modell-Parameter werden dabei mit einem Maximum-



98

Multivariate Statistische Modellbildung und Simulation

~ .6 rl.' 0.7 I 1
) | p &
= ke 0.6 =1
R 04 foo® =
& i |
02 | _ 24—
NS~—r0
0 Z'S.O{-TZ.S 04 —U>—

0 02 04 06 08
Flyr)
(a) Durchmesser und
vertikale Position

1
/ —04% u&wﬂ

o3
5

Q QG ]
Ve | | L/
08 Z Q t\.(\',.f"fw
o 4—05—r /&
(7 ey T, y
— 0.6 /% \ f B I,I'II (
= | ol o N 7} (
it o /E\ @ N\ ;
= on4g ,3 E ,9_ 05| ‘zh\
g 2|
02 \\\\QJ\ 0o |l
RSy ST
R Bt S e hq — |
0 02 04 06 08 |
F(xr)

(d) Vertikale und
axiale Position

v e ~
/ﬁ SETERE NI

- an I"-.\

0.8 rfIC). 25 AN

[/ 0.8 A\
,_H(}(,.;.. | 7 b

0 02 04 06 08 I

F(vr)
(b) Durchmesser und vertikale
Geschwindigkeit
15
a9 9‘ g $ U _? 3::_“‘0 2
- = o
= 0
08 j2; & 0 ;_5 A
\ ‘\\5' 07 ‘ \|
— 0.6 {\\\ N
< \,‘ \\ @& ’
= 0.4 w";r o)
B\ =
0.2 M (EEall
o c:| ‘ '0

A I
0 h \\G '{,.__ CP4‘ __:;' 00(‘ =0.3 .42
0 02 04 06 08 1
Flawr)
(e) Durchmesser und
axiale Position

| e =y
&)

0.8 v/ 3% 0.7 i
r'b‘\ o __.'f-" |
— 0.6 I £ fT
= | =3 c:\? =3
& 0.4 1 = a5 |. ||
o NS
\0 2 >\
7 W\
o2 E{i‘) G_g 08 ||
L=
PRNEATE T=06507— 6
U 02 04 UJ.’) 0.8 1
Flur)
(c) Vertikale und axiale
Geschwindigkeit
] =
|Q\q/-/.’ff 0{&\ U(‘r,.‘ A
// ﬁ'ﬁ,’ = At
0.8 7Ag2>
19e
— 0.6 Q7
=2 o /3
<3 e
0.4 \\3 2
NN
0.2 :\.\\\(4 £
RS ARE N
1 Y. A L— Sy
0+ \.\\:‘{:“‘“'.'_‘ 0—(‘15 =5 _-_.J/
0 02 04 06 08 |
F‘{J'} )

(f) Vertikale Geschwindigkeit
und axiale Position

Abbildung 6.2: Bivariate Kerndichten der Tropfeneigenschaften II fiir pg = 5 bar,
ug =70m/s, hzg = 230 um (stat.-unabh. MA rang-transformiert)

Likelihood-Schitzer ermittelt (Coblenz et al., 2020, GI. 8).
In einem ersten Lauf wird fiir jede SPH-Simulation eine optimale Baumstruktur und optimale
Copula-Familien, inklusive der optimalen Parameter ermittelt. Dadurch ergeben sich zehn indi-
viduelle Modelle mit individueller Baumstruktur und individuellen Copula-Familien. Da fiir alle
SPH-Simulationen ein globales Modell mit identischer Baumstruktur und identischen Copula-

Familien ermittelt werden soll, werden dafiir die hiufiger vorkommende Baumstruktur und
Copula-Familien ausgewihlt. Die zum globalen Modell passenden optimalen Modellparameter
werden in einem zweiten Lauf ermittelt. Die erste Baumstruktur (Gl. 6.1) ist in 8 von 10 Fillen

optimal, sodass diese fiir das globale Modell verwendet wird. Die einzelnen Copulas lassen sich

mit folgende Copula-Familien beschreiben: Die Copulas ¢4, und c,, beinhalten Asymmetrie, un-

terteilte Giiltigkeitsbereiche (engl. segmented supports) und eine nicht-monotone (U-férmige)
Abhingigkeitsstruktur, weshalb sie mit standardméBig verfiigbaren Copulas nicht modelliert
werden konnen (Coblenz et al., 2020). Die ¢4, Copula wird mit der geometrischen hyperbo-
lischen skew-t-Copula-Familie (engl. geometric hyperbolic skew-t) abgebildet (Coblenz et al.,
2020, Anhang C). Die U-Form der ¢,y Copula kann durch das Aneinanderkleben zweier Copula-

Familien am Ubergangspunkt a beschrieben werden. Dieser ist definiert als @ = F(y7 = 0 mm).
Die Copula fiir y7 < Omm wird im Folgenden als c,,(-y) und die Copula fiir y7 > Omm
wird als ¢, (+y) bezeichnet (Coblenz et al., 2020, GI. 12). Die optimalen Copula-Familien der
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Tabelle 6.1: Verwendete Copula-Familien fiir verschiedene Varianten der globalen
Copula-Konstruktion

Copula CK1 CK2 CK3
Cdu skew-t skew-t skew-t
Cux sur. Gumbel sur. Gumbel sur. Gumbel

Cuy(+y) Joe Joe Gauf

Cuy(-y) t GauB Gauf

a optimal optimal 0,5
Cyv t Gaul} Gaul}
Cdx|u t - -
Cxylu t } :
Cuvly t - -
Cdylux t - -
Cxvluy t - -
Cdv|uxy t - -
Modellparameter 23 9 8

Copulas ¢y, cyy(+Y), cuy(-y), ¢y, und aller bedingten Copulas werden nach dem Verfahren von
Diflmann et al. (2013) (Unterabschnitt 3.4.3) aus folgenden Copula-Familien ausgewdhlt: Gaul3,
t, Gumbel, Clayton, Frank, Ali-Mikhail-Haq, Tawn, Farlie-Gumbel-Morgenstern, Plackett, Joe,
Survival Clayton, Survival Gumbel, Survival Joe. Die mathematischen Definitionen der in die-
ser Arbeit verwendeten Copula-Familien (Tab. 6.1) sind in Anhang A.9 zu finden. Aufgrund
des Umfangs der Definitionen wird fiir die anderen Copula-Familien auf Joe (2014) verwiesen.
Die optimalen Copula-Familien des globalen Modells sind in Tabelle 6.1 dargestellt. Die erste
Variante der Copula-Konstruktion CK 1, welche in der ersten Spalte abgebildet ist, ergibt sich
aus dem zuvor beschriebenen Vorgehen. Fiir die bedingten Copulas, welche mit der t-Copula
modelliert wurden, sind die Werte des Korrelationsparameters sehr nahe bei null und zeigen
damit keine signifikanten Abhingigkeiten (Coblenz et al., 2020, S. 18). Aus diesem Grund wer-
den sie im Folgenden vernachlissigt. Auerdem weisen die Werte des anderen Parameters der
zweiparametrigen t-Copula darauf hin, dass stattdessen auch die einparametrige Gau3-Copula
verwendet werden kann (Coblenz et al., 2020, S. 18). Daraus ergibt sich eine vereinfachte
Copula-Konstruktion CK 2, die statt der vorherigen 23 nur 9 Modellparameter umfasst. Die
Scatterplots der beiden Copula-Konstruktionen CK 1 und CK 2 in Coblenz et al. (2020, Fig.
12) zeigen, dass sich trotz der vorgenommen Vereinfachungen keine wesentlichen Anderungen
in den simulierten Daten ergeben. Die Modellparameter von CK 1 und CK 2 konnen der Ver-
offentlichung von Coblenz et al. (2020, Tab. 2 und Tab. 3) entnommen werden. Da die Tropfen
vertikal zur Stromungrichtung (y7) symmetrisch verteilt sind (vgl. Abb. 5.13a), wird fiir ¢,y (+y)
und c,y(-y) die GauB-Copula gewihlt und der Ubergangspunkt a unabhiingig von den Betrieb-
und Geometrieparametern als a = 0,5 angenommen. Somit sind fiir die Copula-Konstruktion
CK 3 nur noch 8 Modellparameter notwendig. Die optimalen Modellparameter fiir CK 3 sind
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im Anhang in Tab. A.4 zu finden. Es wird sich im Weiteren zeigen, dass diese Vereinfachung
keinen wesentlichen Einfluss auf das Simulationsergebnis hat.

6.2.2 Copula-basierte Modellbildung: Randverteilungen

In diesem Abschnitt werden die zur Riicktransformation notwendigen Verteilungsfunktionen
der Rénder ermittelt. Die dazu gewihlte Vorgehensweise orientiert sich an der in Unterabschnitt
3.3.2 vorgestellten Methodik. Teile der Methodik, insbesondere die Metriken, stammen aus
der Masterarbeit von Gremmelmaier (2018). Im Folgenden wird eine Auswahl von zweipara-
metrischen Verteilungsfunktionen mit der Methode der kleinsten Quadrate (engl. LSE) an die
kumulative Anzahlsumme Qg so angepasst, dass der Fehler minimal ist. Um geeignete Vertei-
lungsfunktionen auswihlen zu konnen, sind zunéchst die Eigenschaften der zu modellierenden
Daten zu kldren (Vgl. Abb. 5.6 und folgende). Der Durchmesser dr und die axiale Position xr
sind immer groBer als null, wihrend die axiale Geschwindigkeit der Tropfen ur negative und
positive Werte annimmt. Die vertikale Position und Geschwindigkeit der Tropfen y7 und vz sind
hingegen symmetrisch um null verteilt. Als mogliche Verteilungsfunktionen kommen in Frage,
die Gamma-Verteilung:

1

. xPl. P mitx € [0 o) (6.3)
pP1
Py 'r(pl)

f(xlp1,p2) =
die generalisierte Pareto-Verteilung:

1 X - 1 .
F(xlp1.p2) = F(xIp1. pa. p3) :p—2(1+p1-7”3> UPimitx e [0o0)  (6.4)

die Gumbel-Verteilung:

N
FGlpip) =—e ) e ™ mitx € (—oo ) (6.5)
P2
die Logistik-Verteilung:
1 x» P,
FGxlprp2) = —e 7 (14+¢ 72 )% mitx € (—co o) (6.6)
D2
die Loglogistik-Verteilung:
log(x)-py log(x)-py

e 2 (l+e 7= ) Zmitxe(0c0)  (6.7)

1
fxlp1, p2) = f(x|p1, p2) =
p2-Xx

die Lognormal-Verteilung:

1 —(Iog()c)—pl)z

f(x|p1, p2) = ————e 2p mit x € (0 o) (6.8)
prx- 27
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die Nakagami-Verteilung:

2

_ 2 Plp,  2p-1_ = .
fxlp1,p2) = oD : (p_) "X ce 2 mitx € (0 o0) (6.9)
1 2

die Normal-Verteilung:

“Gmp)?®
f(x|p1,p2) = ———e "2 mitx € (—o0 c0) (6.10)
p2- V21

die Weibull-Verteilung bzw. Rosin-Rammler-Verteilung:

-1
f&xlp1,p2) = P2 (i)pz e~ /PP = xpa-l 'pIpz cpa- e WPV ity € [0 0)  (6.11)
P1\P1
Diese neun Verteilungsfunktionen werden an alle fiinf Tropfeneigenschaften angepasst. Aus-
nahme sind die symmetrisch um null verteilten Groen y7 und vr. Aufgrund ihres Definiti-
onsbereichs werden an diese nur die Gumbel-, Logistik- und Normal-Verteilung angepasst. Die
Tropfeneigenschaften werden in jeweils 500 Klassen unterteilt, aus denen dann die kumulative
Anzahlsumme Qg berechnet wird. Als Fehlermall werden die Metriken MAE,, und MAE
(GI. 3.18 und 3.21) verwendet. Diese werden tiber alle Verteilungen j und Betriebspunkte k&

normiert: |

MAE,,,(j. k) = MAE,,(j.k) -| — MAE,,(j, k) (6.12)
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MAE ,,(j, k) = MAE,,(j, k) - -
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und zum normierten Anpassungsfehler M AE zusammengefiihrt:
MAE(j, k) = 0,5 - (MAE,,(j, k) + MAE 4y}, k) (6.14)

In Abbildung 6.3a sind die Ergebnisse der Anpassung an Qq(dr) als Boxplot des normierten
Anpassungsfehlers MAE dargestellt. Der Boxplot zeigt in rot den Median von MAE iiber die
zehn SPH-Simulationen. Die blaue Box stellt die 25 % und 75 % Quantile dar, wihrend die grau
gestrichelten Linien die Extremwerte ohne Ausreifler (rote Kreuze) darstellen. Den kleinsten

normierten Anpassungfehler weist die Lognormal-Verteilung auf, gefolgt von der Gamma- und
der Rosin-Rammler-Verteilung. Dies ist zu erwarten, da die Lognormal-Verteilung bekannter-
malen geeignet ist, das Tropfengroen-Spektrum wiederzugeben. Dartiiber hinaus zeigt es, dass
die SPH-Simulationen des Zerfallsprozesses physikalisch plausible Ergebnisse liefern. Zur II-
lustration sind in Abbildung 6.3b diese drei Verteilungsfunktionen F'(dr) mit ihren optimalen
Parametersitzen sowie die empirische Anzahlverteilung Qo(dr) der statistisch unabhidngigen
Momentaufnahmen dargestellt. Die Anpassungsfehler an die Verteilungen der axialen Tropfen-
position sind in Abbildung 6.4a dargestellt. Den kleinsten Median des Anpassungsfehlers erreicht
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Abbildung 6.4: Anpassung der Verteilungsfunktionen an Qo(x7) (stat.-unabh. MA)

die Normal-Verteilung, gefolgt von der Rosin-Rammler-Verteilung und der Logistik-Verteilung.
In Abbildung 6.4b sind diese drei Verteilungen und die zugrundeliegende Anzahlverteilung
Qo(x7) abgebildet. An die Verteilung der vertikalen Tropfenposition wurden drei Verteilungen
angepasst. Dabei sind zwei Verteilungen symmetrisch um ihren Mittelwert (Normal und Logis-
tik) und eine asymmetrisch (Gumbel). Die Anpassungsfehler in Abb. 6.5a sind fiir die beiden
symmetrischen Verteilungen am kleinsten, wihrend sich fiir die Gumbel Verteilung deutlich
groflere Anpassungsfehler ergeben. Bei einem Anpassungstest der sechs anderen Verteilungs-
funktionen mit positivem Definitionsbereich mittels einer linearen Transformation der Daten
in den positiven Definitionsbereich zeigten diese kein besseres Ergebnis als die drei darge-
stellten Verteilungen. Daraus ldsst sich schlussfolgern, dass die Annahme von Symmetrie fiir
die vertikale Tropfenposition gerechtfertigt ist. Zur visuellen Kontrolle sind in Abb. 6.5b die
drei Verteilungsfunktionen F(y7) und die empirische Verteilung Q(yr) abgebildet. Fiir die
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Abbildung 6.5: Anpassung der Verteilungsfunktionen an Q¢ (yr) (stat.-unabh. MA)
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Abbildung 6.6: Anpassung der Verteilungsfunktionen an Qq(ur) (stat.-unabh. MA)

axiale Tropfengeschwindigkeit u7 zeigen die Rosin-Rammler-Verteilung Verteilung sowie die
Nakagami- und die Normal-Verteilung den minimalen Median des Anpassungsfehlers (Abbil-
dung 6.6a). Fiir die vertikale Tropfengeschwindigkeit zeigt sich ein sehr dhnliches Bild wie fiir
die vertikale Tropfenposition. Die Normal-Verteilung liefert den minimalen Median des Anpas-
sungsfehlers, gefolgt von der Logistik- und Gumbel-Verteilung (Siehe Abb. 6.7a). Damit ist auch
hier die Symmetrieannahme gerechtfertigt. Der Test mit den sechs anderen Funktionen mit posi-
tivem Definitionsbereich ergab ebenfalls keine besseren Ubereinstimmungen. Zusammenfassend
lasst sich festhalten, dass sich die Randverteilungen fiir die 10 betrachteten SPH-Simulationen
am besten mit den in Tab. 6.2 aufgefiihrten Verteilungsfunktionen abbilden lassen.

Fiir Euler-Lagrange-Simulationen werden in der Regel zwei unterschiedliche Ansitze zur Ap-
proximation der Tropfen durch sogenannte Parcel verwendet. Jeder Parcel reprisentiert eine
Gruppe von Tropfen mit denselben Eigenschaften, d.h. Tropfen derselben Grof3e. Entweder re-
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Abbildung 6.7: Anpassung der Verteilungsfunktionen an Qq(vr) (stat.-unabh. MA)

Tabelle 6.2: Verteilungsfunktionen zur Modellierung der Randverteilung

Qo(dr)  Qolxr) Qolyr) Qo(ur) Qo(vr)

Lognormal Normal Normal Rosin-Rammler Normal

prasentiert jeder Parcel dieselbe Anzahl von Tropfen (Srinivasan et al., 2011) oder alle Parcel
weisen dieselbe Masse auf. Der erste Ansatz hat den Vorteil, dass alle Tropfengrof3en gleich gut
abgebildet werden. Dazu ist in der Simulation die Vorgabe der Anzahlverteilung der Tropfengro-
Be notwendig. Dadurch werden sowohl die Anzahl- als auch die Volumenverteilung des Sprays
korrekt abgebildet. Ein Nachteil dieses Ansatzes sind die Instabilititen, die durch gro3en Tropfen
iber die Quellterme in die Transportgleichungen eingebracht werden. Dies wird beim zweiten
Ansatz durch die Annahme verhindert, dass die Masse aller Parcel gleich groB ist. Allerdings
skaliert die Anzahl der Tropfen, die ein Parcel reprdsentiert, dann mit df. Dadurch reprisen-
tieren Parcel mit kleinem Durchmesser sehr viele Tropfen und Parcel mit groBem Durchmesser
sehr wenige Tropfen. Aulerdem muss in der Simulation die Tropfengroe anhand der Volumen-
verteilung vorgegeben werden, um sicherzustellen, dass die Volumenverteilung der Tropfen im
Rechengebiet mit der Vorgabe iibereinstimmt.

Bei der Anpassung der Verteilungsfunktionen an die Volumensumme Q3(dr) zeigte sich, dass
diese nicht wie erwartet mit einer Erhohung des Drucks oder der Gasgeschwindigkeit skalieren.
Hintergrund ist, dass wenige grof3e Tropfen pro Simulation ausreichen, um die Form von Q3(dr)
zu verandern. Deshalb wird zur Ermittlung einer Verteilungsfunktion, die Q3(dr) abbildet, ein
anderer Weg gewdhlt. Fir X = F3(dr) und dy = F; !(X) kann eine analytische Form aus der op-
timalen Anzahlverteilung der TropfengroB3e, hier der Lognormal-Verteilung, berechnet werden.
Dazu wird der Zusammenhang zwischen den Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fiir Volumen
und Anzahl der Tropfen f3(dr) = d; fo(dr) (Chaussonnet et al., 2016, S. 32) verwendet. Die
Anzahl-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fy(d7) der Lognormal-Verteilung kann GI. 6.8 ent-
nommen werden. Daraus folgt fiir die normierte kumulative Volumensumme F3(dr|p1, p2) der
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folgende Ausdruck:

3. p5+p1—In(dy)
‘/§'P2

)) mit dr € (0 o0)
(6.15)

dr |
F3(dr|p1, p2) = /0 x> fo(x) dx = > (1 —erf

Die Inverse der kumulativen Volumensumme F75 Y(X|p1, p») lautet:
dr = F{' (X|p1. pa) = exp (p1 +3-p2 V2 pyerfl(1-2- X)) mitX € (01) (6.16)

mit der GauBschen Fehlerfunktion erf(x) und ihrer Inversen erf~!(X), sowie der Exponential-
funktion exp(x) und dem natiirlichen Logarithmus In(x). Damit stehen nun alle zur multivariaten
statistischen Simulation notwendigen Elemente zur Verfiigung. Der Ablauf der Simulation wird
im folgenden Unterabschnitt niher erlautert.

6.2.3 Statistische Simulation

Mit der Copula-Konstruktion und den Randverteilungen stehen nun alle Elemente zur Verfii-
gung um Stichproben von Tropfen zu generieren, die den Ergebnissen der SPH-Simulationen
entsprechen sollen. Der Algorithmus fiir die multivariaten statistische Simulation mit der Copula-
Konstruktion sieht sechs Schritte vor. Dabei reprisentiert u; die fiinf Variablen dr, x7, yr, ur
und vy mitdem Index i =1, 2, 3, 4, 5. Die Zufallsvariablen X; und U; sind gleichverteiltin [0 1].

1. Generiere fiinf gleichverteilte Zufallszahlen X; ~ U(0 1)

Transformiere X4 zu Uy = h! (X1, X4, 60) mit Copula ¢y,

skew—t

Transformiere X, zu U, = h~! X5, 0) mit Copula ¢,

sur.Gumbel (X4’

Transformiere X3 zu Uz = h7 (X4, X3, 6) mit Copula ¢,y

Gauss,Gauss

Transformiere X5 zu Us = h (Xs, X3, 6) mit Copula c,

-1
Gauss

AN

Transformiere U; € [0, 1] zuriick in physikalische Einheiten u; = Fl.'l(Ui, f) mit den
Randverteilungen F;

Die Parameter der Copulas und der kumulativen Verteilungsfunktionen werden durch ihren Para-
metervektor @ beschrieben. Weitere Erliuterungen zu den h-Funktionen und deren Inversen /™!
konnen Unterabschnitt 3.4.3 und der dort zitierten Literatur entnommen werden. Der teuerste Teil
des Algorithmus ist das numerische Invertieren der h-Funktion der skew-t-Copula, gefolgt vom
Ziehen der Stichproben und der sehr giinstigen Berechnung der algebraischen Zusammenhénge
fiir die Inversen h-Funktionen und die kumulativen Verteilungsfunktionen.
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6.3 Phanomenologisch-statistischer Ansatz:
Verteilungsfunktionen mit Annahmen

Neben dem rein statistischen Ansatz zur Modellierung der fiinfdimensionalen Wahrschein-
lichkeitsdichte (Abschnitt 6.2) wurde im Rahmen dieser Arbeit auch ein Modellierungsansatz
entwickelt, der auf phanomenologischen Annahmen zu den Tropfentrajektorien basiert. Damit
ist es moglich, eine Vorstellung von den tatsidchlichen Trajektorien der Tropfen stromab der
Zerstduberkante zu entwickeln. Die im folgenden dargelegte Modellstruktur kann als fiinfdi-
mensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion aus zwei Randverteilungen und drei bedingten
Verteilungen beschrieben werden:

fdxyuv = fa Jx fy|£bc fu|dx fv|y (6.17)

Um die Vergleichbarkeit des phinomenologisch-statistischen Ansatzes mit dem statistischen
Ansatz (Gl. 6.1) herzustellen, konnen die bedingten Verteilungen mit Copulas beschrieben
werden. Allerdings ergeben sich durch die Vertauschbarkeit der Bedingungen mehrere mogliche
Strukturen fiir die virtuelle Copula-Konstruktion:

fdxyuv = fd fx fy fu fv Cyvy Cud Cyd Cux|d Cxy|d (618)
fdxyuv = fd f;c fy fu fv Cyy Cux Cyd Cyd|x Cxy|d (619)
fdxyuv = fd f;c fy fu fv Cvy Cud Cyx Cyx|d Cdy|x (620)
fdxyuv = fa fx fy Ju Iy Cyvy Cux Cyd Cyd|x Cxy|d (6.21)

Diese vier Varianten bestehen aus drei Copulas ohne Nebenbedingungen und zwei Copulas
mit je einer Nebenbedingung. Welche der vier Formulierungen dem Ansatz am besten ent-
spricht, wird bei der Diskussion der Simulationsergebnisse in Abschnitt 6.4 deutlich werden. Im
Folgenden wird zunichst die Modellbildung des phinomenologisch-statistischen Ansatzes und
anschlieBend die damit entwickelte statistische Simulation erliutert.

6.3.1 Modellbildung

Mit diesem Ansatz soll der rein datengetrieben Modellierung aus Kap. 6.2 ein Ansatz ge-
geniibergestellt werden, bei dem die menschliche Intuition und Erfahrung dazu genutzt wird,
Modellannahmen zu entwickeln und zu validieren. Das bedeutet, dass die im Folgenden darge-
legten Annahmen, wenn nicht anders erldutert, auf der statistischen Auswertung der SPH-Daten
und einem physikalischen Verstdandnis des Zerstaubungsprozesses basieren. Ausgangspunkt der
Modellbildung sind die in Abb. 5.1a dargestellten Tropfentrajektorien. Wihrend der Tropfen-
durchmesser per definitionem iiber die gesamte Trajektorie gleich bleibt, dndern sich Position
und Geschwindigkeit der Tropfen stark. Bei der Anzahlverteilung der TropfengroBe fo(dr)
spielt die gewihlte Betrachtungsweise praktisch keine Rolle (Abb. A.4a). Deshalb wird fiir die
Modellierung der Anzahlverteilung der Tropfengrofie auf die anhand der statistisch unabhingi-
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Abbildung 6.8: Annahmen des phdnomenologisch-statistischen Ansatzes I
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzgx = 230 um

gen Momentaufnahmen ermittelten Lognormal-Verteilung und deren Parameter zuriickgegriffen
(Tab. 6.2). Dadurch wird einerseits der Aufwand der Modellbildung reduziert und anderer-
seits die Vergleichbarkeit der beiden Ansdtze erhoht. In Abbildung 6.8a sind die durch die
Lognormal-Verteilung beschriebene Anzahlverteilung fy(dr) und die durch die Umrechnung
f3(dr) = d; fo(dr) ermittelte normierte Volumenverteilung f3(dr) dargestellt. Wie zu erwarten
verschiebt sich die maximale Hiufigkeit von der Anzahl- zur Volumenverteilung von sehr kleinen
hin zu groBeren Tropfen. Die Volumenverteilung kann fiir die Modellierung der Tropfengré3e in
Euler-Lagrange-Simulationen mit dem Ansatz der konstanten Parcelmasse verwendet werden.
Die Anzahlverteilung wird dagegen fiir die Modellierung der von der Tropfengro3e abhéngigen
Tropfeneigenschaften vertikale Position und Axialgeschwindigkeit benotigt werden.

Die axiale Tropfenposition x7 folgt fiir die Tropfentrajektorien einer Kombination aus Dreiecks-
und Gleichverteilung (Siehe Abb. 5.3). Diese steht in starkem Kontrast zu den normalverteilten
Tropfenpositionen der statistisch unabhiingigen Momentaufnahmen, auf denen der statistische
Ansatz basiert. Um die beiden Modellierungsansitze vergleichen zu kdnnen, sollten beide eine
moglichst dhnliche Datenbasis aufweisen. AuBBerdem beinhalten die statistisch unabhéngigen
Momentaufnahmen die Tropfen am Ubergang vom Primiir- zum Sekundirzerfall, also die fiir
die Tropfenstartbedingungen interessanten Tropfen, wihrend die Tropfentrajektorien auch den
Sekundirzerfall der Tropfen abbilden. Deshalb wird die axiale Tropfenposition mit der aus den
statistisch unabhédngigen Momentaufnahmen ermittelten Normalverteilung und ihren Parame-
tern modelliert (Siehe Abb. 6.8b).

Die zentrale Annahme des phinomenologisch-statistischen Ansatzes ist, dass die Tropfentrajek-
torien durch das Rechengebiet mit logarithmischen Kurven wiedergegeben werden konnen:

yr=a-ln(xr+1) (6.22)

Ihr Startpunkt liegt dabei stets im Ursprung (0,0),, und ihr Endpunkt bei (xr = 6 mm,y7(xr =
6 mm)),,. In Abbildung 6.9a sind neun verschiedene Tropfentrajektorien fiir unterschiedliche
Endpunkte abgebildet. Die Form der logarithmischen Kurven y7 = a - In(x7 + 1) wird dabei
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allein von der vertikale Endposition y7(x7 = 6 mm) definiert. Um diese zu bestimmten werden
die Endpunkte aller simulierten Tropfentrajektorien im Intervall Smm < x;y < 6 mm ausge-
wertet. Es wird angenommen, dass die vertikale Endposition yr(x7 > 5 mm) normalverteilt
ist und dass deren Standardabweichung umgekehrt proportional zum Tropfendurchmesser dr
ist. Diese Annahme zeigt eine gute Ubereinstimmung mit den simulierten SPH-Daten (vgl.
Abb. 5.13d). In Abbildung 6.9b sind die Normalverteilungen der vertikalen Endposition fiir
24 verschiedene Durchmesserklassen dargestellt. Diese wurden mittels Maximum Likelihood
Estimator an die Verteilungen der einzelnen Durchmesserklassen angepasst. Der Durchmesser
wurde im Intervall Opum < dr < 300um in 120 gleichgroBle Klassen eingeteilt. Klassen mit
weniger als 10 Eintragen wurden nicht beriicksichtigt. In Abbildung 6.9¢ sind die Mittelwerte
der Normalverteilungen dargestellt. Diese weichen kaum von der Mittelachse ab, sodass im
folgenden als Mittelwert iy, (x;>5mm) = Omm verwendet wird. Die Standardabweichung der
Normalverteilungen ist in Abbildung 6.9d abgebildet. Die dargestellten Werte scheinen einem
linearen Verhalten zu folgen. Ein linearer Zusammenhang wiirde fiir Tropfen mit Durchmessern
dr > 100 um allerdings zu negativen Standardabweichungen fiihren. Deshalb wird im folgenden
der Potenzansatz oy, (x;>5mm) = @ d? verwendet.

Die axiale und vertikale Tropfengeschwindigkeit werden nach dem Superpositionsprinzip un-
abhingig voneinander modelliert. Fiir die Modellierung der axialen Tropfengeschwindigkeit
in einer Gasstromung existiert eine partielle Differentialgleichung. Die Tropfenbewegungsglei-
chung unter Berticksichtigung der Massentrigheit und des Luftwiderstands fiir einen beliebigen
Widerstandsbeiwert cy lautet:

mr - ¥r(x,1) = % -dj cw pelug (x, 1) = xr(x, )| - (ug (x,1) = %7(x,1)) (6.23)

wobei Feldkrifte wie die Gravitation vernachléssigt werden. Eine zuldssige Néiherung fiir den
Widerstandsbeiwert eines Zylinders bzw. eines Tropfens in 2D ist cy = 1.2. Um die Abhéngigkeit
des Widerstandbeiwerts cy von der Tropfenreynoldszahl Rer zu beriicksichtigen, kann die
Korrelation fiir Kugeln von Thme et al. (1972) verwendet werden:

cw =036 +5.48 - (lug — 37| - dr - p6) /uG) " +24 - ug/(lug — %zl - dr - pc)  (6.24)

Fiir kleine Tropfenreynoldszahlen Rer < 0.1 fiihrte Stokes folgende vereinfachte Formulierung

€in:

18
i7(1) = — 52 (ug — 37 (1)) (6.25)
PF ds

Im Folgenden wird die Gasgeschwindigkeit ug als konstant angenommen, sie ist also nicht ab-
hingig von Ort und Zeit. In Abb. 6.10 sind die Verldufe ur (x7) der Tropfenbewegungsgleichung
mit den Widerstandsbeiwerten fiir Zylinder, fiir Kugeln nach Thme und nach Stokes fiir drei
unterschiedlich groBe Tropfen (dr = 10, 30 und 50 pm) als Strich-, Strichpunkt- und Punktelinie
dargestellt. Dazu wurden die Anfangsbedingungen x(¢ = 0) = 0 und x(z = 0) = 0 verwendet.
Zusitzlich sind Tropfentrajektorien aus den SPH-Simulationen bzw. deren Verlaufe von uz (x7)
mit bunten Strichlinien fiir dr = 10£1,30+1 und 50 um+ 1 um abgebildet. Es zeigt sich, dass die
Tropfenbewegungsgleichung nach Stokes die Beschleunigung der Tropfen deutlich liberschitzt.
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Abbildung 6.9: Annahmen des phinomenologisch-statistischen Ansatzes II
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um

Diese liegt daran, dass die Annahme Rer < 0.1 in den mit der SPH-Methode simulierten Fillen
nicht erfiillt ist. Die Beschleunigungsverldufe der Tropfenbewegungsgleichung mit konstantem
Widerstandbeiwert und der Korrelation nach Thme sind beide dhnlich, tiberschitzen jedoch auch
die Beschleunigungsverldufe der Tropfentrajektorien.

In den Tropfentrajektorien ist neben der Tropfenbewegung in einer Gasstromung auch der Effekt
des Primérzerfalls enthalten. Dabei entspricht die Tropfengeschwindigkeit unmittelbar nach der
Bildung des Tropfens der Geschwindigkeit der Ligamentspitze (Abb. 4.9a). Diese wird erst
allméhlich vom Luftwiderstand tiberlagert. Um diesen Effekt abzubilden, konnte mittels Op-
timierung eine virtuelle Startgeschwindigkeit X(# = 0) oder ein virtueller Widerstandbeiwert
berechnet werden. Beide Ansitze sind allerdings fiir die vorliegende Arbeit nicht zielfiihrend,
da sie numerisch sehr aufwendig sind. Stattdessen kann die axiale Beschleunigung der Tropfen
als exponentielle Anndherung an die Gasgeschwindigkeit ug beschrieben werden:

ur(xr) =ug - (1-e ) (6.26)
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Abbildung 6.10: Tropfentrajektorien aus den SPH-Simulationen und vier Ansétze zur
Modellierung der axialen Beschleunigung der Tropfen,
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg = 230 um

mit einem raumlichen Beschleunigungsfaktor a, der wiederum von dy abhingt. Um den Zu-
sammenhang zwischen a und dr zu ermitteln, werden 120 TropfengroBenklassen von O bis
300 um gebildet analog zur Vorgehensweise fiir y7. In Abb. 6.11a ist das bivariate Histogramm
fiir die Tropfeneigenschaften axiale Position x7 und axiale Geschwindigkeit u7 der Tropfengro-
Benklasse dr € [10,0, 12,5] um dargestellt. Unter der Annahme, dass uy|xy normalverteilt
ist, konnen fiir jede der 60 Klassen fiir x; von 0 bis 6 mm der Mittelwert u(ur|x7) und die
positiven und negativen Standardabweichungen o + (ur|x7) berechnet werden. Diese sind als
schwarze Punkte, Quadrate und Rauten dargestellt. Damit ergeben sich drei Verldufe ur(xr),
an die GI. 6.26 so angepasst werden kann, dass der Fehler minimal ist (rote Voll-, Strich- und
Strichpunktlinie). Dieser Vorgang kann fiir jede Tropfengroenklasse durchgefiihrt werden. Die
daraus folgenden Verldufe der rdumlichen Beschleunigungsfaktoren fiir den Mittelwert a,, (dr)
und die Standardabweichungen fiir alle Werte, die groBer oder kleiner sind als der Mittelwert
ao+(dr) und a,—(dr) sind in Abb. 6.11b dargestellt. An diese drei Verldufe wird die Funktion
a(dr) = p;/(dr + p;) optimal angepasst, sodass sich mit sechs Modellparametern alle drei Zu-
sammenhinge abbilden lassen. Dabei wurden nur die Verldufe bis dr < 100 um beriicksichtigt.
Hintergrund ist die grofle Streuung der Werte bei groleren Durchmessern, da mit zunehmendem
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Durchmesser immer weniger Tropfen auftreten. Mit diesen Annahmen kann der in Abb. 6.11a
dargestellte Verlauf der axialen Beschleunigung fiir beliebige Tropfendurchmesser dr und so-
wohl fiir den Mittelwert a, (dr) als auch fiir die Standardabweichungen a4 (dr) und a,_(dr)
reproduziert werden. Aus diesem Grund sind in Abb. 6.11c die axiale Beschleunigung und
ihre Streuung von fiinf verschieden grofen Tropfen dargestellt. Dabei repriasentieren die Voll-
linien die Mittelwerte a,(dr), die Strichlinien die positiven Standardabweichungen a,.(dr)
und die Strichpunktlinien die negativen Standardabweichungen a,—(dr). Die kleinsten Tropfen
erreichen am Ende des Rechengebiets (x7 = 6 mm) die hochsten mittleren Geschwindigkei-
ten u,, und weisen die groBite Geschwindigkeitsspanne o, auf. Bei groBen Tropfen wird die
Geschwindigkeitsspanne o, immer kleiner und spielt fiir d7 > 300 um praktisch keine Rolle
mehr. AuBBerdem werden die groen Tropfen deutlich weniger beschleunigt, sodass ihre mittlere
Geschwindigkeit u,, am Ende des Rechengebiets klein ist.

Mit der asymptotischen Anndherung der axialen Tropfengeschwindigkeit an die mittlere Gasge-
schwindigkeit us konnen die in Abb. 6.10 dargestellten Beschleunigungsverldufe der Tropfen-
trajektorien deutlich besser abgebildet werden als mit den herkdommlichen Tropfenbewegungs-
gleichungen.
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Abbildung 6.11: Annahmen des phanomenologisch-statistischen Ansatzes III
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzx = 230 um
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Fiir die Modellierung der vertikalen Tropfengeschwindigkeit vz werden die Zustdnde der Trop-
fen an allen Punkten der Tropfentrajektorien unabhingig von der Tropfengrof3e beriicksichtigt.
Es wird angenommen, dass vy normalverteilt ist, und dass der Mittelwert und die Standardab-
weichung der Normalverteilung von der vertikalen Tropfenposition y7 abhingen. Die Normal-
verteilungen von vy sind in Abb. 6.12a dargestellt. Dazu wurden acht Klassen von je 0,5 mm
Breite verwendet. Klassen mit weniger als zehn Tropfen wurden nicht beriicksichtigt. Die da-
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Abbildung 6.12: Annahmen des phianomenologisch-statistischen Ansatzes [V
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um

zugehorigen Mittelwerte sind in Abb. 6.12b dargestellt und werden mit dem Zusammenhang
Wy, = a - yr abgebildet. Die in Abb. 6.12¢ dargestellte Standardabweichung wird unabhéngig
von der vertikalen Tropfenposition yr als o, = b modelliert. Aufgrund der abnehmenden
Tropfenzahl streuen die Standardabweichungen o, fiir yr > 1 mm fiir alle zehn Betriebspunkte
stark. Es ergeben sich fiir alle zehn Betriebspunkte teilweise sehr unterschiedliche Verlaufe, die
sich am Besten mit einem Mittelwert abbilden lassen. Nach der Erlauterung der Annahmen,
die dem statistisch-phdnomenologischen Ansatz zugrunde liegen, folgt die Erkldrung, wie mit
diesem Ansatz neue Stichproben generiert werden konnen.
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6.3.2 Statistische Simulation

Mit dem folgenden Algorithmus werden fiir den im vorherigen Unterabschnitt vorgestellten
phidnomenologisch-statistischen Ansatz neue Stichproben gezogen:

1. Generiere eine Zufallzahl X ~ U(0, 1)

2. Transformiere diese zu einem anzahlbasierenden Durchmesser dro = F 11\,(X ) (Quelle:
stat.-unabh. MA) und zu einem volumetrischen Durchmesser dr 3 mittels Gl. 6.16.

Ziehe eine Stichprobe fiir x7 ~ N(uy, , 0y, ) (Quelle: stat.-unabh. MA).
Berechne die Standardabweichung oy, (x; >5mm) = @ - d?,o

Ziehe eine Stichprobe fiir y7 (x7 > 5mm) ~ N(Omm, 0y, (v, >5mm))
Berechne die Tropfentrajektorie mit a = yr(xy > Smm)/ [n(5,5 mm + 1)

Berechne die vertikalen Tropfenposition y7 = a In(xy + 1)

® NS BkWw

Berechne die rdumlichen Beschleunigungsfaktoren:
ay = p1/(dro+ p2),
Ao+ = p3/(dro+ p4),
ag- = ps/(dro+ pe)
9. Ziehe eine Stichprobe fiir a ~ N(a,, a,) mit a; = a,4 oder a,_ (gleichverteilt) und
aclags, ac—].
10. Berechne die axiale Tropfengeschwindigkeit ur = ug - (1 — e™47)
11. Berechne u,, =a-yrundo,, =b

12. Ziehe eine Stichprobe fiir vy ~ N (uy,, 0y;)

Das Ziehen der Stichproben ist der teuerste Teil dieses Algorithmus, gefolgt von der sehr
effizienten Berechnung der algebraischen Zusammenhénge.

6.4 Ergebnisse der statistischen Simulationen mit beiden Ansatzen

Nachdem beide Ansitze zur Modellierung und Simulation der fiinfdimensionalen Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion vorgestellt wurden (Abschnitt 6.2 und 6.3), werden in diesem Abschnitt
die Ergebnisse der multivariaten statistischen Simulationen mit den optimalen Parametern der
beiden Ansitze anhand eines Betriebspunktes und ausgewihlter Eigenschaftspaare vorgestellt.
In Abbildung 6.13 sind zur Illustration alle zehn moglichen Eigenschaftspaare mit ihren kom-
plementiren Paaren als bivariate Histogramme dargestellt. Die zugrundeliegenden Daten sind
die rang-transformierten statistisch-unabhiangigen Momentaufnahmen. Mit schwarzen Kisten
sind die Eigenschaftspaare markiert, welche von den beiden Modellierungsansitzen bertick-
sichtigt werden. Die vier Késten unten links beziehen sich auf die vier expliziten Copulas
des statistischen Ansatzes (Vgl. Tab 6.1). Der phianomenologisch-statistische Ansatz kann in
mehrere Copula-Formulierungen iiberfiihrt werden (Vgl. Gl. 6.18 bis 6.21). Die fiinf Kisten
oben rechts bezeichnen alle bedingten oder unbedingten Copulas dieser vier Formulierungen.
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D X Y U Vv

Abbildung 6.13: Modellierte Eigenschaftspaare der Tropfen fiir pg = 5 bar,
ug =70m/s, hzg = 230 um (stat.-unabh. MA, rang-transformiert)

In beiden Ansitzen sind die drei selben Eigenschaftspaare modelliert und drei weitere Eigen-
schaftspaare werden nur von einem der beiden Ansitze abgebildet. Daraus ergeben sich sechs
Eigenschaftspaare, anhand derer im Folgenden die Ergebnisse der statistischen Simulationen
diskutiert werden. Die vier iibrigen Eigenschaftspaare sind in Anhang A.11 zu finden.

In Abb. 6.14 sind drei Diagramme des Eigenschaftspaares dr, ur dargestellt. Abb. 6.14a zeigt
die Ausgangsdaten fiir die Modellierung, die statistisch unabhingigen Momentaufnahmen, als
bivariate Kerndichteschitzung. Die Kerndichteschidtzung wird verwendet, um trotz der wenigen
vorliegenden Tropfen (vgl. Abb. 5.1c¢), Einblicke in die Abhingigkeiten der Eigenschaftspaare
zu ermoglichen. Auch in den statistisch unabhéngige Momentaufnahmen zeigt sich der fiir den
luftgestiitzten Zerfallsprozess charakteristische umgekehrt proportionale Zusammenhang zwi-
schen ur und dr (Vgl. Abb. 5.12¢). Die Ergebnisse der statistischen Simulation mit den beiden
unterschiedlichen Ansétzen sind in Abb. 6.14b und 6.14c als bivariate Histogramme dargestellt.
Beide Ansitze geben den umgekehrt proportionalen Zusammenhang wieder und zeigen einen
Schwerpunkt bei Tropfen mit dr ~ 75um und uy ~ 35m/s. Im statistischen Ansatz wird
dies iiber die direkte Abbildung des Eigenschaftspaares durch die skew-t-Copula (Tab. 6.1 und
Abb. 6.1a) erreicht. Wihrend im phidnomenologisch-statistischen Ansatz dieser Zusammenhang
tiber die rdumlichen Beschleuigungsfaktoren a; abgebildet wird (GI. 6.26 und Abb. 6.11b). Die
maximale Tropfengeschwindigkeit ist beim phidnomenologisch-statistischen Ansatz durch die
mittlere Gasgeschwindigkeit u beschrankt (Gl. 6.26), wihrend der statistische Ansatz beliebig
groBBe Geschwindigkeiten zulésst.

Der Zusammenhang des Eigenschaftspaares ur, xr ist in Abb. 6.15 dargestellt und spiegelt
die axiale Beschleunigung der Tropfen wieder. Die statistisch unabhiingige Momentaufnahmen
zeigen eine progressive Zunahme von ur iiber x7 (Abb. 6.15a). Dies steht im Kontrast zur
degressiven Zunahme, die fiir die quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen zu beobachten ist
(Abb. 5.12b). Hierbei ist zu beachten, dass erstere den Moment der Zerfallsereignisse abbilden,
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Abbildung 6.14: Tropfendurchmesser und axiale Geschwindigkeit der Tropfen
fiir pg =S5bar, ug =70m/s, hzgx =230 um

an dem die meisten Tropfen im Rechengebiet vorliegen und damit Primér- und Sekundirzer-
fall beinhalten, wihrend letztere zusétzlich den Transport der Tropfen durch die Luftstrémung
mit einschlieBt. Der progressive Trend wird durch die survival-Gumbel-Copula des statisti-
schen Ansatzes (Tab. 6.1 und Abb. 6.1b) prizise wiedergegeben (Abb. 6.15b). Dagegen bildet
der phinomenologisch-statistische Ansatz eher einen degressiven Trend ab (Abb. 6.15¢). Der
Schwerpunkt von u7 liegt in den statistisch-unabhidngigen Momentaufnahmen und fiir beide
Ansitze bei ca. 30 m/s. Im Folgenden wird das in Abb. 6.16 dargestellte Eigenschaftspaar yr,
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Abbildung 6.15: Axiale Geschwindigkeit und axiale Position der Tropfen
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um

vr diskutiert. In den statistisch unabhéngigen Momentaufnahmen (Abb. 6.16a) wie auch den
quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen (Abb. 5.14a) kann ein proportionaler Zusammenhang
zwischen yr und vy beobachtet werden. Dieser geht auf die Form der Tropfentrajektorien zuriick,
welche einen charakteristischen Kegel bilden (Vgl. Abb. 5.1). Beide Ansitze (Abb. 6.16b und
6.16c) geben diesen Zusammenhang wieder. Der statistische Ansatz nutzt dazu die Gauss-Copula
(Tab. 6.1 und Abb. 6.1d), wihrend beim phdnomenologisch-statistische Ansatz vy als normal-
verteilt angenommen wird und mit einer von vy abhédngigen Standardabweichung modelliert
wird (Abb. 6.12). Die Streuung von y7 wird durch den phdnomenologisch-statistischen Ansatz
etwas unterschitzt, da dieser auf den quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen (Abb. 5.14a)
basiert.
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Abbildung 6.16: Vertikale Geschwindigkeit und vertikale Position der Tropfen
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg = 230 um

Das Eigenschaftspaar yr, ur istin Abb. 6.17 dargestellt. Die geschitzte Kerndichte in Abb. 6.17a
deutet die charakteristische Herzform (Abb. 5.12¢) an. Diese kann als Abbild des Geschwin-
digkeitsfelds der Luft (Abb. 4.2) interpretiert werden. Wihrend dieses Eigenschaftspaar im
statistischen Ansatz durch die Gauss-Gauss-Copula (Tab. 6.1 und Abb. 6.1c) explizit modelliert
wird, bildet der phdnomenologisch-statistische Ansatz dieses nur indirekt iiber die Form der
Tropfentrajektorie und die asymptotische Tropfenbeschleunigung ab (GI. 6.22 und 6.26). Wih-
rend erster die Herzform gut wiedergibt (Abb. 6.17b), kann der phidnomenologisch-statistische
Ansatz die kleinen Tropfengeschwindigkeiten im Nachlauf der Zerstduberkante nicht wiederge-
ben. Dies ist bei der Verwendung der Daten als Startpositionen in Euler-Lagrange-Simulationen
tolerierbar.
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Abbildung 6.17: Axiale Geschwindigkeit und vertikale Position der Tropfen
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um

In Abb. 6.18 ist das Eigenschaftspaar dr, yr dargestellt. Beide, die quasi-kontinuierlichen und die
statistisch-unabhdngigen Momentaufnahmen (Abb. 5.13a und 6.18a) zeigen, dass die kleinsten
Tropfen am weitesten nach auflen getragen werden und dass im Nachlauf der Zerstduberkan-
te alle TropfengroBen vorkommen. Diese Zusammenhinge werden durch beide Ansitze (Abb.
6.18b und 6.18c) wiedergegeben. Im statistischen Ansatz erfolgt dies indirekt durch die Copulas
Cqy und ¢,y (Abb. 6.1a und 6.1c). Der phinomenologisch-statistische Ansatz modelliert diesen
Zusammenhang dagegen direkt (Abb. 6.9d).

Abschliefend ist in Abb. 6.19 das Eigenschaftspaar yr, xr abgebildet. Sowohl die quasi-
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Abbildung 6.18: Vertikale Position und Durchmesser der Tropfen
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzgx = 230 um

kontinuierliche Momentaufnahmen als auch die statistisch-unabhéngigen Momentaufnahmen
(Abb. 5.1 und 6.19a) zeigen den charakteristischen Spraykegel. Beide Ansitze konnen diesen
wiedergeben (Abb. 6.19b und 6.19c), wobei sich beim statistischen Ansatz die bereits vom
Eigenschaftspaar yr,ur bekannte Herzform andeutet. Dies ist auf die indirekte Modellierung
dieses Eigenschaftspaares mit den Copulas c,, und c,, (Abb. 6.1b und 6.1¢) zuriick zufiih-
ren. Der phdnomenologisch-statistische Ansatz hingegen bildet die Tropfentrajektorien direkt
ab (Gl. 6.22 und Abb. 6.9a).

Damit sind die Ergebnisse beider Ansdtze zur multivariaten statistischen Modellbildung und
Simulation vorgestellt und diskutiert, sodass im nédchsten Abschnitt die Vor- und Nachteile der
beiden Ansitze gegeniibergestellt und bewertet werden kdnnen.
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Abbildung 6.19: Axiale und vertikale Position der Tropfen
fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um
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6.5 Diskussion beider Ansatze

Die in den beiden vorherigen Abschnitten 6.2 und 6.3 vorgestellten Ansétze zur multivariaten
statistischen Simulation werden in diesem Abschnitt gegeniibergestellt. Anhand der Zielsetzung
und des Gesamtkonzepts dieser Arbeit (Abschnitt 3.1) wurden sieben Kriterien definiert, anhand
derer die beiden Modellierungsansitze mit einander verglichen werden. Die einzelnen Kriterien
und ihre Bewertung sind in Tab. 6.3 aufgefiihrt. Beide Ansitze bestehen aus parametrisierten

Tabelle 6.3: Eigenschaften der beiden Modellierungsansétze

Kriterien statistischer Ansatz stat.-phin. Ansatz
Anzahl der Modellparameter 18 11+4
Anzahl der notwendigen Metamodelle 14 10+4
Laufzeit der stat. Simulation (1000 Tropfen) 36,2 CPUs 4.2 CPUs
Wiedergabetreue hoch mittel
Einblicke in den Zerstdubungsprozess mittel hoch
Aufwand fiir die Modellerstellung mittel hoch
Ubertragbarkeit auf annulare Zerstiuberdiisen hoch niedrig

Verteilungsfunktionen, um mit Metamodellen eine Interpolation zwischen den mit der SPH-
Methode simulierten Betriebspunkten zu ermoglichen. Dabei umfasst der statistische Ansatz
18 und der phdnomenologisch-statistische Ansatz 15 Modellparameter, wobei vier Modellpa-
rameter des phanomenologisch-statistischen Ansatzes vom statistischen Ansatz iibernommen
werden. Da sich nicht alle Modellparameter iiber die variierten Betriebs- und Geometriepara-
meter dndern, reduziert sich die Anzahl der Modellparameter, die durch Metamodelle abgebildet
werden, auf jeweils 14. Generell gilt, dass die Anzahl der Modellparameter so klein wie moglich
sein sollte, um eine Uberanpassung der Ansiitze an die Daten (engl. overfitting) zu vermeiden.
Die Laufzeit zum Ziehen einer Stichprobe von 1000 Tropfen betrdgt 36,2 bzw. 4,2 s auf einer
CPU. Dazu wurden fiir beide Ansitze auf einer CPU mit unkompiliertem MATLAB-Code je ei-
ne Stichprobe von 50000 Tropfen gezogen (AMD Opteron Prozessor 6272, 2.1 GHz, MATLAB
2020a). Die statistischen Simulationen sollen in einem Stromungsloser einmal pro Zeitschritt
durchgefiihrt werden. Dabei ist eine Vergroerung der Gesamtrechenzeit um mehr als 5 %
inakzeptabel. Durch die Verwendung von kompiliertem Code und einer maschinenniheren Pro-
grammiersprache kann die Rechenzeit natiirlich entsprechend verringert werden.
Grundsitzlich ist festzustellen, dass der statistische Ansatz die zugrundeliegenden Daten genauer
wiedergibt als der phiinomenologisch-statistische Ansatz. Dies ist nicht verwunderlich, da erste-
rer ein rein datengetriebener Ansatz ist und letzterer auf Modellannahmen beruht. Dadurch geben
die beiden Ansdtze auch unterschiedlich tiefe Einblicke in den Zerstaubungsprozess. Der sta-
tistische Ansatz zeigt, welche der zehn Eigenschaftspaare fiir die datengetriebene Modellierung
und damit fiir den Zerstaubungsprozess wesentlich sind. Dagegen liefert der phanomenologisch-
statistische Ansatz durch seine physikalischen Hypothesen Einblicke in den Zerstaubungsprozess
und Erkldrungen, warum die Daten so zustande kommen.
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Fiir die Erstellung des statistischen Modellierungsansatzes ergibt sich durch die strukturier-
te Vorgehensweise (Unterabschnitt 3.4.3) ein mittlerer Aufwand. Fiir den phanomenologisch-
statistischen Ansatz ist der Aufwand fiir die Modellerstellung ungleich hoher, da die bei der
Zerstiubung auftretenden Phianomene identifiziert und mit geeigneten mathematischen Mitteln
beschrieben werden miissen. Da es dazu keine Standardvorgehensweise gibt, kann der Aufwand
dafiir beliebig grof3 werden.

Aus diesem Grund ist der phdnomenologisch-statistische Ansatz kaum auf eine annulare luftge-
stiitzte Zerstduberdiise libertragbar. Hinzu kommt, dass sich in diesem Fall der Spraykegel nicht
mehr an einer Symmetrieebene wie dem Filmleger orientiert, sondern aufgrund der Zentripetal-
beschleunigung asymmetrisch sein wird, was die Entwicklung neuer Hypothesen erfordert. Der
datengetriebene statistische Ansatz sollte sich dank der strukturierten Vorgehensweise leichter
auf eine annulare Zerstiduberdiise anwenden lassen.

Von den sieben diskutierten Kriterien sprechen vier fiir den phinomenologisch-statistischen
Ansatz und drei fiir den statistischen Ansatz. Dabei ist jedoch zu beachten, dass die ersten
beiden Kriterien dieselbe Aussage treffen, und dass es beziiglich der Rechenzeit (drittes Kriteri-
um) noch Optimierungspotential gibt. Beide Ansitze haben einen grundlegend unterschiedlichen
Charakter mit unterschiedlichen Vorziigen und Nachteilen. Die Anforderung fiir die weitere Ent-
wicklung ist, annulare Zerstduberdiisen mit diesem Modellierungsansatz abbilden zu konnen,
und eine effiziente Ubertragung von Spraydaten aus der SPH-Simulation in die Euler-Lagrange-
Simulation sicherzustellen. Diesen Anforderungen wird eher der statistische Ansatz gerecht,
wihrend dies mit dem phéanomenologisch-statistischen Ansatz nicht sichergestellt ist. Deshalb
werden die in Kapitel 8 vorgestellten Euler-Lagrange-Simulationen mit dem statistischen Ansatz
durchgefiihrt.

Damit sind nun zwei multivariate statistische Modelle und die dazugehorigen Modellparameter
an den durch die 10 SPH-Simulationen abgedeckten Betriebspunkten verfiigbar. Um mit die-
sen Modellen die Tropfenstartbedingungen an einem beliebigen Betriebspunkt vorhersagen zu
konnen, werden Metamodelle benétigt, die die Betriebs- und Geometrieparameter des Zerstiu-
bers mit den Modellparametern verkniipfen. Im folgenden Kapitel wird fiir beide Ansitze die
Vorgehensweise zur Entwicklung dieser Metamodelle beschrieben.






7 Metamodellierung: Abhangigkeit der Modellparameter von
den Betriebsbedingungen und der Geometrie

Nach der Einfiihrung der beiden Modellierungsansitze im vorangegangenen Kapitel, wird in
diesem Kapitel erlautert wie die Modellparameter mit den Betriebs- und Geometrieparametern
verkniipft werden. Dieser Prozess wird auch als Metamodellierung bezeichnet. Das Ziel der
Metamodellierung ist es, in einem mit mehreren Simulationen abgedeckten Raum der Betriebs-
und Geometrieparameter zu interpolieren, anstatt fiir jeden Betriebspunkt von Interesse eine
SPH-Simulation durchzufiihren. Im folgenden Abschnitt werden zunéchst die fiir die Metamo-
dellierung notwendigen Grundlagen eingefiihrt. Dann werden die Metamodelle des statistischen
Ansatzes und des phinomenologisch-statistischen Ansatzes vorgestellt. AbschlieBend werden
die Sprays, die mit den optimalen Modellparametern simuliert wurden, mit den Sprays vergli-
chen, die mit den Modellparametern aus den Metamodellen generiert wurden.

7.1 Voruberlegungen

Metamodelle verkniipfen eine oder mehrere Eingangsgrof3en x; mit einer Ausgangsgrofie y:

9 =m(xi|c;) (7.1)

wobei § den Schitzwert der wahren AusgangsgroBe y und c¢; die Parameter des Metamo-
dells darstellen. Das Metamodell m kann aus einem Polynom erster oder hoherer Ordnung,
radialen Basisfunktionen, neuronalen Netzen und anderen Ansdtzen bestehen (Simpson et al.,
2001; Meckesheimer et al., 2002; Santos et al., 2007). Abhédngig vom zugrundeliegenden Auf-
bau des Modells konnen lineare oder auch nichtlineare Zusammenhénge abgebildet werden.
Als funktionale Zusammenhénge konnen beliebige Funktionen gewahlt werden oder bekannte
(physikalische) Zusammenhinge aufgegriffen werden. Diese Arbeit beschrinkt sich auf die Er-
stellung der Metamodelle auf Basis parametrischer Funktionen. Die Parameter des Metamodells
werden in der Regel durch die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GI. 3.13) ermittelt. Wie
gut ein Metamodell die zugrundeliegenden Zusammenhénge abbildet, kann mit Fehlermetriken
wie der Summe des Fehlerquadrats (engl. Sum-of-Squared-Error) oder dem Median des Fehlers
quantifiziert werden. Falls mehrere Metamodelle die Zusammenhinge dhnlich gut wiedergeben,
empfehlen Santos et al. (2007, S. 911) immer das einfachste Modell zu nutzen.

Fiir die Metamodellierung der Modellparameter der vorgestellten statistischen Modelle (siehe
Kapitel 6) werden Polynome erster Ordnung sowie Potenzfunktionen verwendet. Hintergrund
ist, dass Ansitze wie Neuronale Netze viele Datenpunkte benétigen (Simpson et al., 2001, Tab.
2), wihrend in der vorliegenden Arbeit nur 10 SPH-Simulationen zur Verfiigung stehen. Aus
demselben Grund scheiden Polynome zweiter und hoherer Ordnung aus. Grundsitzlich bilden
Polynome erster Ordnung (Gl. 7.2) lineare Zusammenhénge ab. Wenn allerdings dimensionslose
KenngroBen wie die Weberzahl als EingangsgrofSen verwendet werden, bilden Polynome erster
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Ordnung auch nichtlineare Zusammenhénge ab (Simpson et al., 2001, GI. 3).
n
y=co+ Y cinxi (72)
i=1

Zur Verkniipfung eines Parameters einer TropfengrofSenverteilung mit den Betriebs- und Geo-
metrieparametern wurde von Gepperth (2018, S. 146) eine Potenzfunktion (Gl. 7.3,Gepperth
(2018, GI. 8.11)) verwendet, die mit einer Dimensionsanalyse ermittelt wurde (Gepperth, 2018,
S. 141 1).

p=co- | | (7.3)

Als Eingangsgrofien x; konnen entweder die in den Simulationen variierten Groen hzk, ug,
pc oder die damit gebildeten dimensionslosen Kennzahlen L, M, Res,,., Wes,,., Wep,,, (siehe
Abschnitt 2.2.2 eingefiihrten) verwendet werden (vgl. Tab. 4.1 und Tab. 4.2). In dieser Arbeit
werden fiir die Metamodellierung ausschlieBlich die dimensionslosen Kennzahlen verwendet.
Hintergrund ist die bessere Vergleichbarkeit zu anderen Arbeiten und die groBere Aussagekraft
der Metamodelle. Die Kennzahl O 45, wird nicht herangezogen, da die fiir sie relevanten Groflen
Viskositit yr, Dichte pr und Oberflachenspannung or¢ fiir alle Simulationen identisch sind
und die Grenzschichtdicke 6 zx bereits in anderen Kennzahlen beriicksichtigt wird. Dasselbe gilt
fiir die dimensionslose Filmbeladung Vbs, ., das Dichteverhiltnis D und das Lingenverhiltnis
H.

Die im vorherigen Kapitel 6 ermittelten Modellparameter der beiden statistischen Modelle sind
die wahren Ausgangsgrolen y. Analog zur Arbeit von Santos et al. (2007, S. 912) wird jeder
Modellparameter mit einem eigenen Metamodell abgebildet. Somit werden fiir den statistischen
Ansatz 14 und fiir den phinomenologisch statistischen Ansatz 10 Metamodelle gesucht (vgl.
Tab. 6.3). Diese werden in den beiden folgenden Abschnitten vorgestellt.

7.2 Die optimalen Metamodelle

Die optimalen Metamodelle werden aus den 2 - 31 = 62 mdoglichen Funktionen der GI. 7.2
und 7.3 ausgewihlt. Die Anzahl von 31 moglichen Funktionen ergibt sich aus den maximal
finf EingangsgroBen und deren Permutation. Bei einem Polynom erster Ordnung sind dies bei-
spielsweise eine Funktion mit fiinf Summanden, fiinf Funktionen mit vier Summanden, zehn
Funktionen mit drei Summanden, zehn Funktionen mit zwei Summanden und fiinf Funktionen
mit einem Summand. Es wird das Metamodell ausgewihlt, welches den kleinsten Median des
Fehlers iiber alle 10 Simulationen aufweist. Somit entsprechen die Trainingsdaten den Testdaten.
Weisen mehrere Ansitze denselben Median auf, wird der Ansatz mit den wenigsten Summanden
ausgewdhlt. Um die optimalen Parameter der Metamodelle ¢; zu ermitteln, wird die Methode
der kleinsten Quadrate verwendet. Im Folgenden werden die optimalen Metamodelle fiir alle
24 Modellparameter vorgestellt, anschlieBend wird jeweils die Ubereinstimmung zwischen den
optimalen und den durch die Metamodelle vorhergesagten Modellparametern diskutiert.
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Der statistische Ansatz besteht aus einer Copula-Konstruktion mit vier Copulas und fiinf Rand-
verteilungen (vgl. Tab. 6.1 und Tab. 6.2). Die Copulas umfassen einen oder zwei Modellpara-
meter und die Randverteilungen jeweils zwei Modellparameter.

Fiir die Copula cggey:(d, u|p1, p2,0,2,-0,2) lauten die beiden optimalen Metamodelle:

p1 = 2,086096 —0,028023 L —0,097216 M +0,002838 Wes,, —0,000022 Wey,, . (7.4)
p2 = 0,570656 +0,067536 L — 0,227083 M +0,001048 Res,, —0,003680 Wey,, . (7.5)

Zur Copula ¢gyrGumper (U, x| p1) passt dieses Metamodell am besten:
p1= —8,194795+0,18224 L +0,046830 M — 0,000274 Res, . (7.6)

Die optimalen Metamodelle zur Copula cGauss.Gauss (4, ¥10,5, p2, p3) lauten:

pr= 0,748193 —0,020913 L +0,000153 Wes,,, +0,000044 We;,,, (7.7)
p3 = 0,120077 - Rely 3210 . we, 2037468 (7.8)

Der Modellparameter der Copula ¢ auss(y, v|p1) wird am besten mit diesem Metamodell abge-
bildet:

p1= 0,973993 +0,015997 M - 0,000054 Res,, (7.9)

Um die Ubereinstimmung zwischen den optimalen Modellparametern der Copula-Konstruktion
y und den durch die Metamodelle vorhergesagten Modellparameter y beurteilen zu konnen, wur-
den in Abb. 7.1 beide GroBen fiir alle acht Modellparameter gegeneinander aufgetragen. Neben
der als Volllinie dargestellten Winkelhalbierenden, ist eine Abweichung von +10 % jeweils als
Strichlinie abgebildet. Zusitzlich wird der maximale relative Fehler zwischen den optimalen
Modellparametern und den Vorhersagen des jeweiligen Metamodells F,,x = max((3 — y)/y)
berechnet. Fiir drei Modellparameter liegt die maximale Abweichung unter 10 % (Abb. 7.1a bis
7.1c). Die in Abb. 7.1d bis 7.1f dargestellten Modellparameter liegen iiberwiegend innerhalb
der 10 Y% Fehlertoleranz. Zwei bzw. drei Betriebspunkte weisen grolere Abweichungen von bis
zu 43 Y% auf.

Die acht Modellparameter der Randverteilungen werden liberwiegend mit Polynomen model-
liert. Die Modellparameter der Randverteilung LN (dr|ua, , 074, ) werden abgebildet durch:

Hay =3,765294 +0,420912 M + 0,000073 Res,,,

(7.10)
~0,012527 Wes,, . +0,000378 Wey,,

oqr =0,755033 - 0,032907 M + 0,000006 Res,,

(7.11)
+0,000763 Wes,, +0,000141 We,,
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Abbildung 7.1: Ubereinstimmung zwischen den optimalen Modellparametern der

Copula-Konstruktion und den Metamodellen

Die Randverteilung N (x|, , 0y, ) umfasst die beiden Metamodelle:

(e, = 0,567365 +0,048239 L +0,010782 M — 0,000067 Res,, . +0,000916 Wey,, (7.12)
oy = 1,394494 +0,061726 M — 0,001780 Wey,, +0,000558 Wey, . (7.13)

Das optimale Metamodell fiir die Standardabweichung von N (yr|0 mm, oy, ) lautet:

oy =2,232899 - 0304366 (7.14)
Zur Randverteilung RR (ur|my, , q,, ) passen diese beiden Metamodelle am besten:

My = 1170,884463 - R, | 299% . e 40Ty, 0205811 (7.15)

hzk

qu; = —1,305685 +0,053067 L — 0,001373 Wey,,, (7.16)
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Die Standardabweichung von N (vz|0 m/s, o, ) ldsst sich durch folgendes Metamodell abbilden:
oy, = 36,843961 — 0,538841 L — 1,542504 M +0,047188 Wes,, (7.17)

In Abb. 7.2 sind die optimalen Modellparameter der Randverteilungen den Modellparametern
gegeniibergestellt, die durch die Metamodelle vorhergesagt wurden. Beinahe alle Betriebspunk-
te liegen innerhalb der 10 % Fehlertoleranz. Fiir drei Modellparameter weicht je ein Betrieb-
spunkt mehr ab, wobei die maximale Abweichung bei 12,8 % liegt. Fiir den phdnomenologisch-

' f B . + + B o . ‘ : - f
- 1 - 1

) ]Erivhspuukt{! # o Betriebspunkte| » | o Betriehspunkte| | 7 4 o Betriebspunkte 1
7= = =£10% Fehler |4 - - -+10% Fehler ¢

3.5 -‘~ - =+10% Fehler - - =+10% Fehler
4 +—F—F—F——T-0—t

15
L 0.8 1

Q 1% d

24 0.8 1 1.2 1.4

Y U
(a) (C) my; von RR(”T) (d) Oyr von N(yT)
= 2.8 1 = T 53
0.95H o Betriebspunkte|™— o Betriehspunkte|- 0 Betriebspunkte|, < L 6] Bel.rft"hﬁp‘lllk“-’ i
L5 7]- - -£10% Fehler 7T 5 ¢ ||= - -£10% Fehler | 9 |- - -£10% Fehler 7

0.8 0.82 0.84 0.86 1.2 1.3 1.4 2 22 24 65 7 75 B 85
(] U ) Y

(e) og, von LN(dr) (f) ox; von N(x7) (2) qu; von RR(ur) (h) oy, von N(vr)

Abbildung 7.2: Ubereinstimmung zwischen den optimalen Modellparametern der
Randverteilungen und den Metamodellen

statistischen Ansatz werden zehn Metamodelle benotigt. Diese umfassen die Varianz der verti-
kalen Position yr am Ende des Rechengebiets (Abb. 6.9d), die Modellierung der drei riumlichen
Beschleunigungsfaktoren a,, (dr), as+(dr) und a,—_(dr) (Abb. 6.11b) und die Normalverteilung
der vertikalen Geschwindigkeit v7.

Die Standardabweichung oy, (v;>5mm) = p1 - df,z lasst sich mit diesen beiden Metamodellen
abbilden:

p1=2,071159+0,015189 L -0, 538593 M — 0,000196 Res,,,

(7.18)
+0,015587 Wes,, +0,000361 Wey,,

p2 =-0,516412 +0,010938 L + 0, 174075 M — 0,004989 Wes,, (7.19)
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Fiir den rdumlichen Beschleunigungsfaktor des Mittelwerts a, = p1/(dr + p2) von ur|xr sind
diese beiden Metamodelle optimal:

p1 =—41,064725+0,856076 L +2,937158 M

(7.20)
~0,085046 Wes,,, — 0,006576 Wey,,

p2 = —125,982505 +2,949878 L + 13,238346 M

(7.21)
~0,378678 Wey,, — 0,003508 Wey,,,

Zum raumlichen Beschleunigungsfaktor der negativen Standardabweichung a,— = p3/(dr+p4)
passen diese beiden Metamodelle:

p3 =96,433911 - 1,658991 L +0,002919 Res,, .

(7.22)
~0,012200 Wey,, —0,007918 Wey,

pa = 1160,564756 — 19,964925 L — 3,453075 M +0,028447 Res,, (7.23)

Zum raumlichen Beschleunigungsfaktor der positiven Standardabweichung a,+ = ps/(dr + pe)
wurden diese beiden Metamodelle ermittelt:

ps = —46,923257 +0,955704 L +2,904911 M

(7.24)
-0, 086490 Wes, . —0,002704 We,, .
P6 = 0,000037 - Rey 278 . e 200800 yy o709 (7.25)
Der Mittelwert u,, = p; - yr folgt:
p1 =11,399627 - 0, 172225 L — 1,043176 M +0,031266 We;,, (7.26)
Zur Standardabweichung o, passt:
oy, = —13,950316 + 0, 340272 L — 0,000814 Re;,, +0,006654 Wes,, (7.27)

In Abb. 7.3 sind die optimalen Modellparameter des phanomenologisch-statistischen Ansatzes
den Modellparametern aus den Metamodellen gegeniibergestellt. Die Mehrzahl der Modellpa-
rameter liegt innerhalb der Fehlertoleranz von 10 %. Fiir 17 aus 100 Varianten (10 Modellpara-
meter mal 10 Betriebspunkte) ist der Fehler grofer. Die maximale Abweichung betrigt 62,6 %
(Abb 7.31). Fiir 15 der 17 Varianten liegt der Fehler jedoch unter 25 %.

Fiiralle 14 + 10 =24 Modellparameter der beiden Modellierungsansitze liegen nun Metamodelle
vor. Somit kdnnen nun statistische Simulationen fiir beliebige Betriebs- und Geometrieparame-
ter innerhalb des Giiltigkeitsbereichs durchgefiihrt werden. Die Abweichungen zwischen den
optimalen und durch die Metamodelle vorhergesagten Modellparametern sind fiir die Randver-
teilungen (Abb. 7.2) am geringsten, gefolgt von den Modellparametern der Copula-Konstruktion
(Abb. 7.1) und den Modellparametern des phanomenologisch-statistischen Ansatzes (Abb. 7.3).
Im folgenden Abschnitt werden die Abweichungen anhand der Ergebnisse der statistischen
Simulationen diskutiert.
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Abbildung 7.3: Ubereinstimmung zwischen den optimalen Modellparametern des
phén.-stat. Ansatzes und den Metamodellen

7.3 Vergleich der simulierten Sprays

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen der Metamodellierung auf die simulierten Spray-
daten anhand eines Betriebspunktes diskutiert. Dazu werden durch statistische Simulation vier
Stichproben mit je 50000 Tropfen gezogen. Fiir beide Ansitze werden jeweils die Simulations-
daten, die mit den optimalen Modellparametern (OMP) generiert wurden, den Simulationsdaten
gegeniibergestellt, die unter Einsatz der Metamodelle (MM) generiert wurden. Somit ergeben
sich fiir jede der fiinf Randverteilungen bzw. jedes der zehn Eigenschaftspaare vier Kurven bzw.
bivariate Histogramme.

Die fiinf Randverteilungen der Tropfeneigenschaften sind in Abb. 7.4 als Kerndichteschit-
zung dargestellt. Fiir die Verteilungen von dr und x7 in Abb. 7.4a u. 7.4b stimmen alle vier
Varianten nahezu miteinander iiberein. Dies ist zu erwarten, da alle vier Varianten dieselben
Verteilungsfunktionen und dieselben Metamodelle nutzen. Somit kann festgestellt werden, dass
fiir pg = Shbar, ug = 70m/s, hzx = 230 um die Metamodelle die Verteilungen von dr und x7
getreu wiedergeben. Die Verteilungen von yr in Abb. 7.4c zeigen, wie bereits im vorherigen
Kapitel diskutiert, einen signifikanten Unterschied zwischen dem statistischen Ansatz und den
phdnomenologisch-statistischen Ansatz. Anhand von Abb. 7.4d wird klar, dass sich die beiden
Ansitze hinsichtlich der Modellierung von u7 deutlich unterscheiden. Die Metamodelle konnen
bei beiden Ansitzen der Vorgabe der optimalen Modellparameter mit moderaten Abweichun-
gen folgen, wobei diese fiir den phianomenologisch-statistischen Ansatz deutlich groBer sind als
fiir den statistischen Ansatz. Die in Abb. 7.4e dargestellte Verteilung von vy zeigt klare Un-
terschiede zwischen dem statistischen Ansatz und dem phinomenologisch-statistischen Ansatz
auf. Metamodelle und optimale Modellparameter stimmen fiir den statistischen Ansatz iiber-
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Abbildung 7.4: Simulationsergebnisse beider Ansétze mit optimalen Modellparametern
und Metamodellen dargestellt als Randverteilungen
fiir pg =Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um

ein, wahrend fiir den phinomenologisch-statistischen Ansatz kleine Abweichungen beobachtet
werden konnen. Um die Interaktion zwischen den Tropfeneigenschaften iiberpriifen zu konnen,
sind in Abb. 7.5 fiir beide Ansitze die zehn Eigenschaftspaare dargestellt. Die abgebildeten
bivariaten Kerndichteschitzer zeigen die Auftretenswahrscheinlichkeit der Tropfen anhand von
Isolinien fiir Wahrscheinlichkeiten von p = 10,50 und 90 %. Die Daten, die durch Simulati-
on mit den optimalen Modellparametern generiert wurden, werden mit OMP bezeichnet. Fiir
die Spraydaten der Simulationen mit den durch die Metamodelle vorhergesagten Modellpara-
metern wird die Bezeichnung MM verwendet. Das in Abb. 7.5a dargestellte Eigenschaftspaar
dr, xr zeigt fiir beide Ansitze eine weitestgehende Ubereinstimmung zwischen optimalen Mo-
dellparametern und Metamodellen. Fiir das Eigenschaftspaar ur,x7 (Abb. 7.5b) konnen leichte
Abweichungen beobachtet werden. Ebenso wie fiir die Eigenschaftspaare dr,ur und yr,ur in
Abb. 7.5¢ und Abb. 7.5d. Fiir die Eigenschaftspaare dr,yr, dr,vr sowie yr,xr kann eine grof3e
Ubereinstimmung festgestellt werden (Abb. 7.5e, 7.5f und 7.5h). Lediglich in Abb. 7.5g kénnen
fiir das Eigenschaftspaar vr,ur leichte Abweichungen beobachtet werden. In Abb. 7.5i und 7.5j
sind die beiden letzten Eigenschaftspaare yr,vr und vr,x7 abgebildet. Hier zeigt sich eine gro3e
Ubereinstimmung zwischen optimalen Modellparametern und Metamodellen.

Fiir den betrachteten Betriebspunkt sind bei beiden Modellierungsansitze keine signifikanten
Unterschiede zwischen den Spraydaten aus der Optimierung und denen aus den Metamodellen
feststellbar. Im folgenden Abschnitt wird die Funktionsweise der Metamodelle anhand der fiir
die Euler-Lagrange-Simulationen relevanten Betriebspunkte aufgezeigt.
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7.4 Einfluss der Betriebsparameter in beiden Ansatzen

Nach einer Fehlerbetrachtung anhand der vorhergesagten Modellparameter und den damit si-
mulierten Spraydaten in den vorangegangenen Abschnitten wird nun die Funktionsweise der
Metamodelle anhand der fiir die Euler-Lagrange-Simulationen relevanten Betriebspunkte auf-
gezeigt (Tab. 8.1 in Kap. 8). Diese sind: pg =1, 3 und 5 bar, Tg= 293, 401 und 464 K sowie ug =
60, 75 und 90 m/s. Die drei Betriebspunkte bilden Umgebungsbedingungen und Brennkammer-
dhnliche Bedingungen ab. Fiir die beiden extremen Betriebspunkte liegen Spraydaten aus den
SPH-Simulationen vor (Nr. 2 und 8 in Tab. 4.1). Der mittlere Betriebspunkt ist so gewihlt,
dass fiir ihn keine Spraydaten aus einer SPH-Simulation vorliegen. Damit soll die Fahigkeit der
Metamodelle zur Interpolation demonstriert werden.

In Abb. 7.6 sind die Ergebnisse dreier statistischer Simulationen dargestellt, die mit den Mo-
dellparametern durchgefiihrt wurden, welche die Metamodelle fiir die drei diskutierten Betrieb-
spunkte liefern. Dabei wurden jeweils 200000 Tropfen simuliert und ihre bivariaten Kerndichten
geschitzt. Diese sind als Linien konstanter Auftretenswahrscheinlichkeit (p = 10, 50 und 90 %)
abgebildet. Fiir alle vier mit Hilfe der Copulas modellierten Eigenschaftspaare sind nur geringfii-
gige Anderungen durch die Variation der Betriebsbedingungen zu beobachten. Dies fiihrt zu den
Hypothese, dass die Zusammenhinge zwischen diesen vier Eigenschaftspaaren fiir den betrach-
teten Betriebsbereich universal sind. Daraus konnte geschlossen werden, dass eine Abbildung
der Modellparameter der Copulas durch die Metamodelle nicht notwendig ist. Die Werte der
optimalen Modellparameter (Abb. 7.1) variieren jedoch deutlich. Deshalb werden die Metamo-
delle der Copulas auch fiir die Euler-Lagrange-Simulationen verwendet.

Der Einfluss der Betriebsbedingungen auf die Randverteilungen ist in Abb. 7.7 gezeigt. In
Abb. 7.7asind die anzahl- und volumenbasierten Durchmesserverteilungen Fy(d7) und F3(dr)
dargestellt. Beide zeigen den erwarteten Trend zu kleineren Durchmessern mit zunehmendem
Impuls der Gasstromung. Die Verteilungen von x7 in Abb. 7.7b wandern dagegen stromab der
Zerstduberkante. Dieser Effekt steht der zu erwartenden kiirzeren Ligamentlidnge bei gro3erem
Impuls der Gasstromung entgegen (Chaussonnet et al., 2020, Fig. 29). Dieser Effekt kann mit
der VergroBerung des Nachlaufgebiets erklart werden, welche durch die Wandrandbedingungen
am oberen und unteren Ende des SPH-Rechengebiets bedingt ist. Mit dem zunehmenden Im-
puls der Gasstromung verschiebt sich die Verteilung von ur wie zu erwarten hin zu groferen
Axialgeschwindigkeiten (Abb. 7.7c¢). In Abb. 7.7d wird deutlich, dass die Verkleinerung der
Spraykegels bei hohen Driicken (Abb. 5.16d) durch das Metamodell fiir o, abgebildet wird
(Gl. 7.14). Der zunehmenden Impuls der Gasstromung erhoht die Streuung von y7 leicht.

Der Einfluss der Betriebsparameter der Triebwerksbrennkammer auf die Funktionen des
phidnomenologisch-statistischen Ansatzes sind in Abb. 7.8 abgebildet. Fiir die Skalierung der
Verteilungen von d7 und x7 wird auf Abb. 7.7 verwiesen. Die zur Ermittlung einer Tropfentra-
jektorie mit Gl. 6.22 notwendige Vertikalposition am Ende des Rechengebiets y7|x7 > 5mm
wird mit einer Normalverteilung abgebildet. Die Abhingigkeit der dazugehorigen Standardab-
weichung oy, |x; >5mm von dr ist in Abb. 7.8a fiir die drei betrachteten Betriebspunkte dargestellt.
Das Metamodell bildet die bereits diskutierte Verkleinerung des Spraykegels bei hohen Driicken
(Abb. 5.16d) gut ab.

In Abb. 7.8b und Abb. 7.8c ist der Einfluss der Betriebsbedingungen auf die Abhéngigkeiten
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Hyy (y7) und o, (yr) dargestellt. Mit zunehmendem Impuls der Gasstromung nehmen der Mit-
telwert und die Standardabweichung von vr zu. Dies ist plausibel, da es durch den grofleren
Impuls zu groBeren Querbeschleunigungen kommt. Die rdaumlichen Beschleunigungsfaktoren
ay,, ag+ und a,_ werden zur Berechnung von ur nach Gl. 6.26 benotigt. In Abb. 7.8d ist dar-
gestellt, wie sich die Variation der Betriebsbedingungen auf die Abhingigkeit des rdumlichen
Beschleunigungsfaktors a von dr auswirken. Um den Einfluss der rdumlichen Beschleunigungs-
faktoren a,, a,+ und a,_ auf die Beschleunigung der Tropfen zu illustrieren, sind in Abb. 7.8¢
und 7.8f die Verlaufe uy (x7) fiir d7 = 10 umund dr = 100 um sowie die drei Betriebspunkte dar-
gestellt. Je kleiner die Werte von a sind, desto langsamer werden die Tropfen in axialer Richtung
ur(x7) beschleunigt. Offensichtlich werden die Tropfen bei hohem Impuls der Gasstromung
(griine Volllinie) langsamer beschleunigt (x7 entspricht der Zeitskala x7/ug) als Tropfen bei
einer Gasstromung mit kleinerem Impuls (blaue und rote Vollinie). Dieses Verhalten der Tropfen
erscheint auf den ersten Blick unphysikalisch zu sein, da es nicht dem Beschleunigungsverhalten
eines Tropfens in einer homogenen Luftstromung entspricht. Das Geschwindigkeitsfeld der Luft-
stromung ist jedoch nicht homogen, sondern durch einen starken vertikalen Gradienten geprigt
(Abb. 4.2). Bei hohen Driicken und Geschwindigkeiten befindet sich der GroBteil der initialen
Tropfen im Nachlauf des Filmlegers (Abb. 7.7d). Aufgrund der niedrigen Luftgeschwindigkeit
im Nachlauf und der Grof3e des Nachlaufgebiets werden die Tropfen darin deutlich langsamer
beschleunigt als in der schnellen Luftstromung auflerhalb. Dies erklirt, warum der Anstieg von
ur(xr) fiir die griine Volllinie in den Abb. 7.8e und 7.8f deutlich kleiner ist als die der roten
oder blauen Volllinie. Entsprechend sind die rdumlichen Beschleunigungswerte a in Abb. 7.8d
fiir groBen Impuls (griine Vollline) deutlich kleiner als bei kleinem Impuls (blaue und rote
Vollline). Ob dieses Verhalten dem des realen Filmlegers entspricht oder eine Folge der Hohe
des Rechengebiets ist, kann im Rahmen dieser Arbeit nicht abschlieBend geklart werden. In die-
sem Kapitel wurde die Vorgehensweise zu Verkniipfung der Modellparameter mit den Betriebs-
und Geometrieparametern des ebenen Filmlegers erlautert. Auerdem wurden die einzelnen
optimalen Metamodelle vorgestellt und ihre Giite anhand der Modellparameter und von simu-
lierten Spraydaten beurteilt. Dabei konnte eine grofe Ubereinstimmung zwischen den optimalen
und mit den Metamodellen vorhergesagten Modellparametern sowie zwischen deren Spraydaten
festgestellt werden. Damit sind nun alle Elemente vorhanden, um beide Modellierungsansitze in
Euler-Lagrange-Simulationen zu testen. Da sich der statistische Ansatz besser fiir die zukiinftige
Anwendung bei annularen Zerstdubern eignet (Vgl. Abschnitt 6.5) wird ausschlieBlich dieser in
den Euler-Lagrange-Simulationen untersucht.
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Abbildung 7.5: Simulationsergebnisse beider Ansétze mit optimalen Modellparametern
und Metamodellen dargestellt als bivariate Kerndichte fiir pg = 5 bar,

ug =70m/s, hzg =230 um
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Abbildung 7.6: Einfluss der Betriebsparameter der Triebwerksbrennkammer auf die
Copulas, fiir hzx = 640 um
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Abbildung 7.7: Einfluss der Betriebsparameter der Triebwerksbrennkammer auf die
Randverteilungen, fiir hzx = 640 um
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8 Validierung des MARTINI-Modells mittels
Euler-Lagrange-Simulationen

Nach der Erhebung der Spraydaten mittels SPH-Simulationen, deren Auswertung und der para-
metrischen Modellierung der fiinfdimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Trop-
feneigenschaften sowie der Metamodellierung sind nun vier der fiinf wesentlichen Arbeitsschritte
dieser Dissertation diskutiert worden (Abschnitt 3.1). Einer der beiden Ansitze zur Modellierung
der fiinfdimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Tropfeneigenschaften wurde als
MARTINI-Modell in den Brennkammer-Simulationscode des Industriepartners implementiert
(Abschnitt 8.1). Der Name des MARTINI-Modells ergibt sich aus der englischen Bezeichnung
,»MultivARiaTe-INjectlon* Modell. Um die Effekte der multivariaten statistischen Modellie-
rung auf die Trajektorien der Tropfen in Euler-Lagrange-Simulationen beobachten zu konnen,
wird ein numerisches Modell des von Gepperth (Gepperth, 2018) untersuchten ebenen Film-
legers erstellt (Abschnitt 8.2). AnschlieBend wird anhand eines Referenzfalles, der sich an die
Arbeit von Chaussonnet (Chaussonnet et al., 2016) anlehnt, gezeigt, welchen Effekt es auf die
Trajektorien der Tropfen hat, wenn sie aus der Ruhe an immer demselben Punkt starten und
dabei lediglich die Verteilung der Tropfendurchmessers beriicksichtigt wird (Abschnitt 8.3).
AnschlieBend wird gezeigt, welchen Effekt die Variation der initialen Tropfenposition und -
geschwindigkeit hat, und welche Kombination der vier modellierten Eigenschaftspaare den
groBten Effekt auf die Tropfentrajektorien hat (Abschnitt 8.4). Um die Simulationsergebnisse
einordnen zu konnen, werden diese mit PDA-Messungen verglichen (Abschnitt 8.5). Wih-
rend sich die genannten Punkte auf Simulationen bei Umgebungsbedingungen beziehen, wird
abschlieBend der Effekt der Betriebsbedingungen auf die Tropfentrajektorien untersucht (Ab-
schnitt 8.6). Alle diskutierten Ergebnisse der Euler-Lagrange-Simulationen beziehen sich auf
die Tropfeneigenschaften und die raumliche Verteilung der Kraftstoffmasse stromab eines ebe-
nen Filmlegers. Weitergehende Betrachtungen der resultierenden Schadstoffemissionen oder
der Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf annulare Zerstiuberdiisen sind nicht Gegenstand dieser
Dissertation.

8.1 Das MARTINI-Modell und seine Implementierung

Beide Ansitze, die zur multivariaten statistischen Modellierung und Simulation der Tropfen-
startbedingungen erarbeitet wurden (Siehe Kapitel 6 und 7), sind in der Lage, auf Basis der cha-
rakteristischen Groflen der Zerstaubung ein fiir diesen Betriebspunkt charakteristisches Spray
zu generieren (Abb. 3.1). Damit erfiillen beide Ansitze die in Abschnitt 6.1 definierten Anfor-
derungen. Fiir die Anwendung in Euler-Lagrange-Simulationen wurde ein Modellierungsansatz
ausgewihlt und in den Brennkammer-Simulationscode des Industriepartners implementiert. Die
Wahl fiel dabei auf den statischen Ansatz, da die Copula-Konstruktion die Identifikation wesent-
licher Eigenschaftspaare moglich macht und da davon auszugehen ist, dass dieser allgemeine
Ansatz leichter auf andere Datensétze wie SPH-Simulationen einer annularen Zerstduberdiise
iibertragen werden kann als der phdnomenologisch-statistische Ansatz.

Das MARTINI-Modell umfasst die multivariate Modellierung der Tropfenstartbedingungen mit
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einer parameterischen Copula-Konstruktion, die Verkniipfung der Modellparameter der Copula-
Konstruktion mit den Geometrie- und Betriebsparametern in Metamodellen und das Ziehen
von neuen Tropfen-Stichproben (siehe Abb. 3.1). Der fiir diese Arbeitsschritte entwickelte
MATLAB-Code wurde in den Brennkammer-Simulationscode PRECISE-UNS (Eggels, 2017)
ibertragen. Fiir die Definition der Tropfenstartbedingungen im Simulationscode wurde auf Basis
der Wand-Randbedingung eine neue Schnittstelle geschaffen. Dieses sogenannte ,, MARTINI-
Framework* funktioniert sowohl fiir ebene Filmleger, wie sie im Rahmen dieser Dissertation
betrachtet werden, als auch fiir annulare Zerstauberdiisen, wie sie in realen Triebwerksbrenn-
kammern zum Einsatz kommen. In Abb. 8.1 ist die Funktionsweise des MARTINI-Frameworks
fiir einen ebenen Filmleger und eine annulare Zerstauberdiise dargestellt. In Abb. 8.1a und 8.1c
sind ein Filmleger und eine luftgestiitzte Drallzerstauberdiise (engl. Swirl-Cup) dargestellt. Die
Zerstauberkante ist jeweils gelb markiert. Rechts davon sind in Abb. 8.1b und 8.1d die Details
an der Zerstduberkante abgebildet. Die ebene oder ringformige Zerstduberkante wird durch das
Netz auf der dazugehorigen Oberfliche repriasentiert und kann zum globalen Koordinatensystem
(KS, in griin) beliebig orientiert sein. Jeder geschlossene Kantenzug auf diesem Netz bildet eine
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Abbildung 8.1: Definition der Tropfenstartbedingungen in PRECISE-UNS
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Facette (engl. face) mit einem eigenen Mittelpunkt. Jeder dieser Mittelpunkte dient als Start-
punkt fiir die Lagrangeschen Partikel, die die Tropfen représentieren. D.h. je mehr Facetten sich
auf der Oberfliche der Zerstauberkante befinden, desto mehr Partikel werden pro Zeitschritt
injiziert. Fiir jeden Mittelpunkt einer Facette werden die Einheitsvektoren eines lokalen Koordi-
natensystems (KS, in blau) berechnet. Im Falle des ebenen Filmlegers orientieren sich diese an
der Normalen der gelben Fliche und deren langster Seite. Bei einer annularen Zerstduberdiise
wird anhand der Mittelpunkte der Facetten der Kreismittelpunkt bestimmt. Die daraus resultie-
rende Rotationsachse definiert die axiale Richtung. Die radiale und tangentiale Richtung werden
aus der Verbindung von Kreismittelpunkt und dem Mittelpunkt der Facette fiir jede Facette neu
berechnet.

Um die Partikel beliebig im Rechengebiet platzieren zu konnen, wird der bestehenden Verfol-
gungsalgorithmus fiir Lagrangesche Partikel genutzt. Der dazugehorige Ablauf ist in Abb. 8.1b
und 8.1d fiir virtuelle und aktive Partikel (rot und griin) illustriert. Wihrend sich die virtuellen
Partikel ohne jegliche Wechselwirkung mit einer zuvor definierten Geschwindigkeit durch das
Rechengebiet bewegen, wirken auf die aktiven Partikel alle duBeren Kriéfte wie der Luftwider-
stand, und sie berticksichtigen alle aktivierten physikalischen Modelle wie Sekundérzerfall und
Verdunstung. Zu einem beliebigen Zeitschritt #p wird in den Ursprung des lokalen KS (blau) ein
virtuelles Partikel (rot) gesetzt. Die Geschwindigkeit des Partikels wird so gewdhlt, dass sich
dieses zum néchsten Zeitschritt #; an der gewiinschten Startposition x7,yr befindet. Dort wird
dem Partikel die gewlinschte Startgeschwindigkeit ur,vr zugewiesen und sein Status wird von
virtuell auf aktiv gesetzt. Die transversale bzw. tangentiale Komponente des Geschwindigkeits-
vektors wird aktuell zu null gesetzt, da diese im Moment nicht durch das MARTINI Modell
abgebildet wird. In den folgenden Zeitschritten #, bis #¢ steht das Partikel in Wechselwirkung
mit der es umgebenden Gasstromung.

Um den Aufwand fiir den Anwendenden zu reduzieren, wird die Gasgeschwindigkeit u g, welche
eine Eingangsgrofe fiir die Metamodelle darstellt, direkt aus den Ergebnissen der Gasphasensi-
mulation ermittelt. Dazu wird durch den Anwendenden eine rechteckige oder runde Ebene defi-
niert. Diese sind in Abb. 8.1b und 8.1d mit Punktlinien eingezeichnet. Die Gasgeschwindigkeit
ug entspricht der mittleren Magnitude des Geschwindigkeitsvektors aller Zellen, die in dieser
Ebene liegen. Damit steht ein robuster und effizienter Ansatz zur Definition der Tropfenstartbe-
dingungen fiir beliebige Zerstdubergeometrien mit minimaler Eingabe durch den Anwendenden
zur Verfligung.

Der Algorithmus zur Definition der Tropfenstartbedingungen an einer Zerstiuberkante mit dem
MARTINI-Modell in PRECISE-UNS lautet wie folgt:

1. Bestimme die Anzahl der Facetten ng cerren

2. Ziehe nggcerren Stichproben fiir dr, x7, yr, ur, vy mit dem in Unterabschnitt 6.2.3 be-
schriebenen Algorithmus.

3. Berechne fiir jeden Partikel die reprisentative Tropfenanzahl
nr = mF At - AFacette,i/(Z?jlacmen AFacette,i)/(ﬂ'/6 *PF d;)

4. Berechne die Transfergeschwindigkeiten der virtuellen Partikel u;,q,s = X7/ At und vy 405 =
yr/4t.



138 Validierung des MARTINI-Modells mittels Euler-Lagrange-Simulationen

5. Starte zum Zeitschritt 7o im Mittelpunkt jeder Facette ein virtuelles Partikel mit den
Eigenschaften dr, nr, tsrans, Virans-

6. Andere im nichsten Zeitschritt #; den Status der Partikel von virtuell auf aktiv und
aktualisiere die Geschwindigkeit zu ur, vr.

7. Verfolge fiir die Zeitschritte ¢, bis ¢, die Bewegung der Partikel durch das Rechengebiet.

Der gesamte Algorithmus erhoht die Berechnungszeit eines exemplarischen Zeitschritts fiir die
in Abb. 8.1c dargestellte Drallzerstduberdiise um ca. 6,5 % gegeniiber dem bisher genutzten An-
satz zur Definition der Tropfenstartbedingungen. Dabei entfallen 3,74 s auf den Stromungsloser
und 0,24 s auf das MARTINI-Modell (260 Tropfen). Wihrend der Stromungsléser hochgradig
parallelisiert ist, erfolgen die Berechnungen des MARTINI-Modells im Moment seriell. Fiir
die effiziente Generierung der Stichproben wird die ,,FORTRAN Toolbox‘ von Hans Fehr und
Fabian Kindermann (Fehr et al., 2018) verwendet.

Die Anwendenden des MARTINI-Modells seien darauf hingewiesen, dass dieses Modell fiir
die luftgestiitzte filmlegende Zerstiubung anhand von Spraydaten eines ebenen Filmlegers ent-
wickelt wurde. Andere Zerstdubungsprinzipien wie die Druckzerstdubung oder der luftgestiitz-
te Filmzerfall unter Eigenimpuls (Abschnitt 2.2) kann dieses Modell im Moment noch nicht
wiedergeben. Genauso wenig kann die rdumliche Kraftstoffverteilung einer annularen Zerstiu-
berdiise durch die aktuelle Version des MARTINI-Modells wiedergegeben werden. In einer
zukiinftigen Version des MARTINI-Modells konnen diese Eigenschaften aufgenommen wer-
den, vorausgesetzt es stehen die entsprechenden Spraydaten zur Verfligung. Gleiches gilt fiir die
Betriebsbedingungen, fiir die das MARTINI-Modells anwendbar ist und sinnvolle Ergebnisse
liefert. Diese entsprechen den durch die bisher durchgefiihrten SPH-Simulationen abgedeckten
Betriebspunkten (Tab. 4.1). Eine Interpolation zwischen diesen Betriebspunkten mit den Meta-
modellen ist zuldssig, jedoch keine Extrapolation.

Nach der Einfiihrung in das in PRECISE-UNS implementierte MARTINI-Modell wird im fol-
genden Abschnitt der zur Validierung des MARTINI-Modells verwendete Testfall vorgestellt.

8.2 Testfall ebener Filmleger

Anhand von Euler-Lagrange-Simulationen soll festgestellt werden, wie gut die Ergebnisse sind,
die das MARTINI-Framework und das MARTINI-Modell im Brennkammer-Simulationscode
PRECISE-UNS erméglichen. Fiir diese Validierung wird ein Testfall benotigt. In diesem Kon-
text bietet sich der von Gepperth (Gepperth, 2018) untersuchte ebene Filmleger an, da die
Ausgangsdaten fiir das MARTINI-Modell auf dieser Zerstdubergeometrie basieren (Kapitel 4)
und fiir die Luftstromung und das Spray experimentelle Daten vorliegen. AuSerdem wurde diese
Zerstaubergeometrie bereits von Chaussonnet (Chaussonnet et al., 2016) fiir Euler-Lagrange
Simulationen verwendet.

Im Folgenden werden die simulierten Betriebspunkte und die dazu verwendeten physikalischen
Modelle erlautert. AnschlieBend werden das Rechengebiet sowie die Randbedingungen und
Netze prasentiert. Mit der Diskussion des Stromungsfelds der Luftphase wird die Beschreibung
des Testfalls abgeschlossen.
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8.2.1 Simulierte Betriebspunkte und verwendete Modelle

Die fiir die Euler-Lagrange-Simulationen ausgewihlten Betriebspunkte sind in Tab. 8.1 aufge-
fiihrt. Sie orientieren sich am Giiltigkeitsbereich des MARTINI-Modells (Vgl. Tab. 4.1). Der
erste Betriebspunkt entspricht Umgebungsbedingungen, da hier experimentelle Daten fiir das
Spray und die Luftstromung vorliegen. Der dritte Betriebspunkt soll den Bedingungen in der
Triebwerksbrennkammer moglichst nahe kommen (Vgl. Tab. A.2). Diese beiden Betriebspunkte
entsprechen den SPH-Simulationen Nr. 2 und Nr. 8 in Tab. 4.1. Der zweite Betriebspunkt ist so
gewihlt, dass fiir ihn keine Spraydaten aus einer SPH-Simulation vorliegen, um die Interpolati-
onsfahigkeit des MARTINI-Modells zu zeigen. Es sei angemerkt, dass fiir die Betriebspunkte 2
und 3 keine experimentellen Tropfendaten zur Verfiigung stehen. Um ein stationédres Stromungs-

Tabelle 8.1: Betriebspunkte der Gasphase

Nr. | pc Tc PG UG MG  Uinler | hzk
1,0 293 1,19 60 112 23,59 | 640
3,0 401 2,61 75 304 29,24 | 640
3 5,0 464 3,75 90 526 35,09 | 640

bar K kg/m® | m/s g/s m/s | um

feld zu generieren, werden fiir alle drei Betriebspunkte zunichst reine Gasphasensimulationen
iiber eine physikalische Zeit von 30 ms durchgefiihrt. In diesem stationdren Stromungsfeld
werden anschlieend kontinuierlich Tropfen injiziert, sodass sich ein stationdres Spray aus-
bildet. Die Betrachtung individueller Tropfentrajektorien ist im Rahmen dieser Arbeit nicht
realisierbar, konnte aber fiir zukiinftige Arbeiten von Interesse sein. Es werden pro Spray-
simulation 30 ms mit einer Zeitschrittweite von At = 1pus simuliert. Dies entspricht einem
numerischen Aufwand von 1539 CPUh bzw. bis zu 2621 CPUh pro Gasphasen- bzw. Spray-
simulation. Die turbulente Gasstromung durch den Zerstduber wird durch eine zeitaufgeloste
Simulation mit den Reynoldsgemittelten-Navier-Stokes-Gleichungen (engl. Unsteady-Reynolds-
Averaged-Naver-Stokes, URANS) abgebildet. Zur Berechnung der turbulenten Viskositit wird
das k,e-Turbulenzmodell verwendet. Die turbulente Dispersion der Tropfen wird mit dem Mo-
dell von Gosmann und Ioannides (Gosman et al., 1983) abgebildet. Eine Grobstruktursimulation
(engl. Large-Eddy-Simulation, LES) wurde aus folgenden Griinden nicht durchgefiihrt: Die Fein-
heit der dazu notwendigen Gitterauflosung hétte die Anforderung der Euler-Lagrange-Methode
verletzt, wonach die kleinste Gitterzelle (4x = 640 um) nicht kleiner als der grofte Tropfen
(dr max = 600 um) sein darf. Aulerdem hétte dies den numerischen Aufwand fiir die Simulati-
onsstudie, iiber ein sinnvolles Maf} hinaus, erhoht.

Ein moglicher Sekundérzerfall und die Verdunstung der Tropfen sowie die Verbrennung des
Kraftstoff-Luft Gemisches werden in den Simulationen nicht beriicksichtigt. Pro Zeitschritt und
Facette an der Zerstiduberkante wird ein Partikel injiziert. Die Zerstauberkante des verwendeten
Netzes (3k5MioHexas, Tab. 8.3) besteht aus 46 Facetten, sodass pro Zeitschritt 46 Partikel inji-
ziert werden. Partikel, die auf eine Wand treffen, werden reflektiert. Als Kraftstoff wird Kerosin
Jet-A bei Tr = 360K verwendet. Bei dieser Temperatur entspricht die Dichte des Kerosins
mit pr = 768,35kg/m> ungefihr der Dichte von Shellsol D70 bei Umgebungsbedingungen
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(Tab. 4.1). Fiir die Oberflichenspannung wurde ein Wert von org = 0,024 N/m gewihlt. Die
Dichte beeinflusst durch den Trigheitsterm in der Tropfenbewegungsgleichung die Trajekto-
rie der Tropfen. Beide GroBen, Dichte und Oberflichenspannung sind Eingangsgrofien fiir die
Metamodelle des MARTINI-Modells. Der abgebildete Kraftstoffmassenstrom von riip = 2 g/s
entspricht einer Filmbeladung von V/b = 50 mm?/s.

Die verschiedenen Varianten zur Modellierung der Tropfenstartbedingungen sind in Tabelle 8.2
aufgefiihrt. In der ersten und zweiten Spalte werden die laufende Nummer der Simulation sowie
der simulierte Betriebspunkt aus Tab. 8.1 benannt. In der dritten bis siebten Spalte wird die Mo-
dellierung der Randverteilungen und in der achten bis elften Spalte die Modellierung der vier
ausgewdihlten Eigenschaftspaare dokumentiert. Ein U steht fiir unabhédngig und bedeutet, dass
der Zusammenhang des Eigenschaftspaars nicht modelliert wird, wohingegen ein M fiir model-
liert steht und bedeutet, dass dieser Zusammenhang mit der entsprechenden Copula abgebildet
wird. Die erste Konfiguration ist an den von Chaussonnet et al. (Chaussonnet et al., 2016) ver-
wendeten Ansatz angelehnt und entspricht dem bisher in der Industrie {iblichen Vorgehen. Dabei
wurde die Verteilung der Tropfengrof3e abgebildet und alle Tropfen starten an derselben Position
etwas stromab der Zerstduberkante ohne initiale Geschwindigkeit (Abb. 8.2). Abhingigkeiten
zwischen den Tropfeneigenschaften werden nicht beriicksichtigt. In den folgenden Simulationen
werden alle fiinf Tropfeneigenschaften dr, xr, yr, ur, vy durch die dazugehorige Randver-
teilung abgebildet (Vgl. Tab. 6.2). Um den Einfluss der vier mit den Copulas modellierten
Eigenschaftspaare auf die Tropfentrajektorien zu untersuchen, werden alle 16 Kombinationen
simuliert. In Abb. 8.2 ist die Streuung der Tropfenstartposition fiir Simulation Nr. 2, in der
alle vier Copulas nicht beriicksichtigt werden, dargestellt. In diesem Fall {iberlagern sich die
beiden Normal-Verteilungen von x7 und y7 (Abb. 7.4b und 7.4c) zu der abgebildeten Ellipse.
Wihrend die Simulationen 1-17 den Betriebspunkt bei Umgebungsbedingungen und einer mo-
deraten Gasgeschwindigkeit von ug = 60 m/s reprisentieren, wird in den Simulationen 18 und
19 eine isentrope Kompression auf p = 3,0 bar und eine Gasgeschwindigkeit von ug = 75 m/s
beriicksichtigt. Anstatt aller 16 Kombinationen der modellierten Eigenschaftspaare werden nur
die beiden Extremfille untersucht. Die Vorgehensweise fiir die beiden Simulationen 20 und 21
beim dritten Betriebspunkt mit pg = 5,0bar und ug = 90 m/s ist analog. Die Ergebnisse der
21 Simulationen werden in den Abschnitten 8.3 bis 8.6 vorgestellt werden. Fiir alle Simula-
tionen gilt, dass die TropfengroBe auf das Intervall d7 = 1 bis 600 um begrenzt wird. Die fiir
das MARTINI-Modell bzw. die Metamodelle benotigte Gasgeschwindigkeit ug wird in einer
Ebene erfasst, in der die Zerstduberkante liegt (x = O mm). Diese umfasst |[z|] < 25 mm und
y € (0,32, 7,50] mm und ist in Abb. 8.2 eingezeichnet. Fiir die drei simulierten Betriebspunkte
ergeben sich so Gasgeschwindigkeiten von ug = 62,4m/s, 77,1 m/s und 92,4 m/s. Weitere fiir
das MARTINI-Modell bzw. die Metamodelle relevante Eingangsgrof3en sind die Hohe der Zer-
stauberkante hzg = 640 um, die Linge des Filmlegers Lr; = 70 mm und die benetzte Léinge
des Filmlegers Lpener;r = 46 mm. Somit sind alle fiir die Durchfiihrung der Simulationen rele-
vanten Einstellungen diskutiert, sodass im folgenden Unterabschnitt das Rechengebiet sowie die
verwendeten Randbedingungen und Netze erldutert werden kdnnen.



8.2 Testfall ebener Filmleger 141

Tabelle 8.2: Modellierung der Tropfenstartbedingungen

Sim. | BP Randverteilungen Copulas
Nr. | Nr. dr XT VT ur VT Cdu | Cux | Cuy | Cyv
1 1 | ~LN | 0,6mm | 0,52mm | Om/s | Om/s | U U U U
2 1 | ~LN ~N ~N ~RR| ~N | U U U U
3 1 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U U Uu | M
4 1 | ~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U Uu|/ M| U
5 1 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U Uu| M | M
6 1 | ~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U | M | U U
7 1 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U M| U | M
8 1 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U | M| M| U
9 1 | ~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U | M| M| M
10 1 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | M | U U U
11 1 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | M | U Uu | M
12 1 ~LN ~N ~N ~RR | ~N M U M U
13 1 ~ LN ~N ~N ~RR | ~N M U M M
14 1 | ~LN| ~N ~N ~RR| ~N | M | M| U U
15 1 | ~LN| ~N ~N ~RR| ~N | M| M| U | M
16 1 | ~LN| ~N ~N ~RR| ~N M| M| M| U
17 1 | ~LN| ~N ~N ~RR| ~N 1 M M M | M
18 2 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U U U U
19 2 | ~LN ~N ~N ~RR | ~N M M M M
20 3 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N | U U U U
21 3 |~LN| ~N ~N ~RR| ~N M| M| M| M
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Abbildung 8.2: Illustration der Ebene zur Erfassung von us und der Startpositionen in

den Simulationen Nr. 1 und 2
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8.2.2 Rechengebiet, Randbedingungen und Netze

Das Rechengebiet fiir den ebenen Filmleger ist in Abb. 8.3a dargestellt. Deutlicher werden die
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Abbildung 8.3: Rechengebiet der Euler-Lagrange-Simulationen mit PRECISE-UNS

verwendete Zerstiubergeometrie und das Rechengebiet in der Schnittdarstellung in Abb. 8.3b.
Die Gasphase durchstromt das Rechengebiet von links nach rechts. Vor dem Filmleger befindet
sich ein Plenum und stromab des Filmlegers das Ausstromgebiet, das die Ausstromung in ei-
ne freie Umgebung abbilden soll. Die Stromung iiber und unter dem Filmleger wird von zwei
Kanilen gefiihrt. Der abgebildete ebene Filmleger entspricht der von Gepperth (Gepperth, 2018)
untersuchten Zerstdubergeometrie mit hzx = 640 um. Das Plenum und die Kanéle sind 96 mm
breit, das Ausstromgebiet hat eine Tiefe von 400 mm.

Am Einlass (Punktlinie) wird eine Geschwindigkeit von ug;nqss = 23,59 m/s, 29,24 m/s bzw.
35,09 m/s und ein Turbulenzgrad von 10 % vorgegeben. Diese folgen aus den gewiinschten
mittleren Gasgeschwindigkeiten an der Zerstauberkante von ug = 60m/s, 75 m/s bzw. 90m/s
bei den in Tab. 8.1 genannten Bedingungen. Am Auslass (Strichpunktlinie) wird der Druck
vorgegeben und an den Wianden (Volllinie) gilt die Haftbedingung.

Um die optimale Auflosung des zur Diskretisierung des Rechengebiets notwendigen Netzes zu
gewihrleisten, wird eine Netzstudie mit drei Netzen unterschiedlicher Auflosung durchgefiihrt.
In Tab. 8.3 ist fiir jedes Netz seine Bezeichnung, die Anzahl der Hexaeder und die Zellhohe
in den relevanten Bereichen Plenum, Kanéle und an der Zerstauberkante aufgefiihrt. Die drei
Netze bestehen aus zwei bis vier Millionen Hexaedern. Die mittlere Zellhohe im Plenum ist
fiir alle drei Netze gleich. Fiir die Ausbildung des turbulenten Stromungsfeldes stromab des
Zerstaubers ist die Auflosung der Stromung durch die Kanile entscheidend. Deshalb wird die
Zellhohe in den Kanilen schrittweise von Ax = 1,10 mm auf 0,52 mm und 0,34 mm verringert.
Beim letzten Schritt wird die Zellhohe auf der Zerstiauberkante von 4x = 0,64 mm auf 0,21 mm
reduziert. Eine weitere Verfeinerung des Netzes stromab der ZK ist nicht ratsam. Denn die
Punkt-Approximation der Tropfen, die dem Euler-Lagrange-Ansatz zugrunde liegt (Knudsen
etal., 2015, S. 1), geht davon aus, dass das Netz in der selben Grolenordnung oder eine Gro3en-
ordnung grofer als das grofte Partikel sein sollte. In den Spraysimulationen ist dr auf 600 um
begrenzt. Damit erfiillt eine Zellhohe auf der Zerstauberkante von Ax = 0,64 mm die Punkt-
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Tabelle 8.3: Eigenschaften der fiir die Netzstudie verwendeten Netze

Anzahl  Zellhohe Zellhohe Zellhohe
Netz Hexaeder Plenum  Kanidle Zerstiuberkante
2k2MioHexas 2,155 866 1100 640
3k5SMioHexas 3,346 866 520 640
3k9MioHexas 3,918 866 340 213
- Mio pm pum um

Approximation des Euler-Lagrange-Ansatzes. Der im Experiment benetzte Teil des Filmlegers
ist 50 mm breit. Dieser Bereich wird beim Netz 3k5MioHexas mit 46 rechteckigen Facetten mo-
delliert, sodass pro Zeitschritt 46 Partikel gestartet werden. Verschiedene Ansichten des Netzes
3kSMioHexas sind in Anhang A.12 zu finden. Damit sind nun alle Elemente vorhanden, um eine
Stromungssimulation am ebenen Filmleger durchfiihren zu konnen. Dementsprechend werden
im nédchsten Unterabschnitt die Ergebnisse der Gasphasensimulationen vorgestellt.

8.2.3 Stromungsfeld der Luft

Fiir die Gasphase wurden zunichst drei Simulationen mit den unterschiedlichen Netzen bei
Betriebspunkt Nr. 1 (pg = 1bar, ug = 60m/s) durchgefiihrt. In Abb. 8.4 sind die Verldufe
der mittleren Axial- und Vertikalgeschwindigkeit an drei Positionen stromab des Zerstdubers
dargestellt. Die Geschwindigkeiten wurden dazu nach einer Einlaufphase von 20 ms iiber 10 ms
gemittelt. Die experimentellen Daten stammen aus LDA-Messungen (x = 0,3 mm) und PIV-
Messungen (x = S mm und 30 mm), welche im Rahmen einer von Gepperth betreuten Diplom-
arbeit (Grohmann, 2012) und einer Studienarbeit (Granobs, 2012) entstanden. Direkt an der
Zerstduberkante (Abb. 8.4a) entspricht der Verlauf von u(y) fiir alle drei Simulationen zwei
turbulenten glatten Kanalstromungen. Diese werden durch die beiden Kanile {iber und unter
dem Filmleger verursacht. Der Nachlauf der Zerstauberkante (]y| < 0,320 mm) ist deutlich zu
erkennen. Es kann jedoch keine Riickstromung ausgemacht werden. Die Geschwindigkeitspro-
file der LDA-Messungen u(y) dhneln mehr denen einer ebenen turbulent iiberstromten Platte
und zeigen eine deutliche Riickstromung im Nachlauf an. Ersteres resultiert vermutlich aus den
Unterschieden zwischen dem gewihlten Rechengebiet und der experimentellen Geometrie (vgl.
Abb. 2.5a und Abb. 8.3b), wihrend der zweite Punkt auf die geringe rdumliche Auflosung des
Nachlaufs mit einer bzw. drei Zellen zuriickzufiihren ist. Die maximalen Axialgeschwindig-
keiten der Simulationen stimmen sehr gut mit den LDA-Messungen iiberein. Weiter stromab
(Abb. 8.4b) ist die maximale Axialgeschwindigkeit unveridndert gro3, wohingegen in der PIV-
Messung eine Abnahme festzustellen ist. Uber und unterhalb der Kanile (|y| > 8 mm) sorgt
der bereits diskutierte Geometrieunterschied fiir Abweichungen zwischen den Simulationen und
der PIV-Messung. Deutlich weiter stromab (Abb. 8.4c¢) ist dieser Randeffekt verschwunden. Die
Simulationen iiberschitzen im Vergleich zur PIV-Messung die maximale Axialgeschwindigkeit.
Insgesamt stimmen die u(y) Verldufe der drei Simulationen gut {iberein, sodass keines der drei
Netze favorisiert werden kann.
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Abbildung 8.4: Zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsverldufe der Gasphase von ¢ = 20
bis 30ms (pg = 1 bar, ug =60m/s, hzg = 640 um)

Die Verlédufe der mit den drei Netzen berechneten Vertikalgeschwindigkeit v(y) an der Zerstiu-
berkante (Abb. 8.4d) sind dagegen sehr unterschiedlich. Wihrend alle drei Simulationen den
Ubergang der ausstromenden Luft zur ruhenden Umgebung (|y| = 8 mm) identisch wiederge-
ben, werden die maximalen Vertikalgeschwindigkeiten aus der LDA-Messung am Ubergang
zum Nachlaufgebiet (|y| < 0,320 mm deutlich unterschitzt. Ursache hierfiir scheint die geringe
Auflosung der Netze in vertikaler Richtung zu sein. Die Aussagekraft der PIV-Messungen von
v(y) weiter stromab (Abb. 8.4e) ist begrenzt. Statt des zu erwartenden punktsymmetrischen Ver-
laufs ergeben sich teils signifikante Abweichungen, deren Ursache sich nicht mehr rekonstruieren
lasst. Im Gegensatz dazu sind die Verldaufe von v(y) fiir alle drei Simulationen punktsymme-
trisch. An der letzten Messposition (Abb. 8.4f) stimmen alle drei Simulationen weitestgehend
mit der PIV-Messung iiberein.

Fiir die weiteren Simulationen wird das Netz 3k5MioHexas ausgewihlt, da es einen guten Kom-
promiss zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand darstellt.

In Abb. 8.5 sind die zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsprofile fiir die drei in Tab. 8.1 dar-
gestellten Betriebspunkte gezeigt. Die Simulationen zu diesen drei Betriebspunkten wurden
auf dem Netz 3kSMioHexas durchgefiihrt. LDA- und PIV-Messungen liegen nur fiir Betrieb-
spunkt Nr. 1 vor. Die maximalen Axialgeschwindigkeiten in Abb. 8.5a, 8.5b und 8.5c¢ liegen
mit 62m/s, 80 m/s und 96 m/s etwas iiber den avisierten Gasgeschwindigkeiten u¢. Fiir alle
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Abbildung 8.5: Vergleich der Betriebspunkte anhand der zeitlich gemittelten Geschwin-
digkeitsverldufe der Gasphase von ¢t = 20 bis 30 ms fiir das Netz mit
3,5 Mio Hexaeder

drei Positionen (Abb. 8.5a, 8.5b und 8.5c) skalieren die Verldufe von u(y) wie erwartet mit
der hoheren Geschwindigkeit am Einlass. Bei den Vertikalgeschwindigkeiten in Abb. 8.5d,
8.5e und 8.5f ist der Effekt der hoheren Geschwindigkeit am Einlass deutlich kleiner. Dies ist
plausibel, da die Zerstdubergeometrie unveridndert bleibt. Nach der Auswahl eines geeigneten
Netzes fiir die Euler-Lagrange-Simulationen und der Diskussion der Geschwindigkeitsverldufe
fiir die drei betrachteten Betriebspunkte, werden in den folgenden Abschnitten die Ergebnisse
der Spraysimulationen diskutiert.

8.3 Einfluss der Randverteilungen auf die raumliche Verteilung der Kraft-
stoffmasse

Zunichst wird der Einfluss der Randverteilungen von dr, xr, yr, ur und vy auf die rdaumliche
Verteilung der Kraftstoffmasse stromab des Zerstidubers beleuchtet. Dazu ist in Abb. 8.6 die
Projektion der Massenverteilung in z fiir die Simulationen 1 und 2 aus Tab. 8.2 dargestellt.
Der in Abb. 8.6a dargestellte Fall mit Start aus der Ruhe an der immer gleichen Position ist an
die von Chaussonnet et al. (2016) gewihlten Startbedingungen angelehnt und entspricht dem
Standardvorgehen in der Industrie (Vgl. Unterabschnitt 2.1.5). In diesem Fall werden die Trop-
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fen von ihrem Startpunkt oberhalb der Mittelachse in den Nachlauf hineingezogen. Dadurch
ergibt sich ein asymmetrischer Spriihstrahl, der sich mit zunehmender Lange immer weiter
aber insgesamt sehr moderat auffichert. Die Breite des Spriihstrahls ist etwas geringer als in
den Simulationen von Chaussonnet et al. (2016). Hierfiir konnte die Modellierung der turbu-
lenten Tropfendispersion verantwortlich sein. In dieser Arbeit wurden URANS-Simulationen
mit dem k,e-Turbulenzmodell und dem Tropfendispersionsmodell von Gosmann und Ioannides
durchgefiihrt. Chaussonnet et al. (2016) fiihrten dagegen Grobstruktursimulationen mit dem
dynamischen Smagorinsky-Turbulenzmodell durch. Die Beriicksichtigung der Verteilungsfunk-
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Abbildung 8.6: Einfluss der Randverteilungen auf die rdumliche Verteilung der Kraft-
stoffmasse am Zerstiuber fiir pg = 1 bar, ug = 60m/s
mit dr ~ LN und cqy: U, cyx: U, cyy: U, ¢yy: U

tionen fiir x7, yr, ur und v fiihrt zu einem génzlich anderen Resultat, welches in Abb. 8.6b
dargestellt ist. Das Spray ist symmetrisch um die Mittelachse verteilt und konzentriert sich an
einem Mittelpunkt x7 = Smm, yr = O mm. AuBlerdem ist das Spray deutlich stirker vertikal
aufgefichert als in Simulation 1. In den statistisch unabhéingigen Momentaufnahmen der SPH-
Simulationen liegt die maximale Auftretenswahrscheinlichkeit bei x7 = 3,5 mm, yr = 0,0 mm
(Vgl. Abb. 6.19 und Abb. 5.3). Der Unterschied zwischen der Euler-Lagrange-Simulation 2 und
der entsprechenden SPH-Simulation kann mittels verschiedener Euler-Lagrange-Simulationen
plausibilisiert werden. In Abb. 8.7 ist dazu der zeitliche Verlauf von f(x7) fiir drei verschiede-
ne Simulationen dargestellt. Zunichst werden Tropfen in einer ruhenden Gasstromung gestartet
(Abb. 8.7a). Trotzdem betragt die Gasgeschwindigkeit, die das MARTINI-Model beriicksichtigt,
uG.MARTINI = 62,4 m/s, sodass die Tropfen mit einer Rosin-Rammler-verteilten Axialgeschwin-
digkeit ur ~ RR und ohne Vertikalgeschwindigkeit v; = 0 m/s gestartet werden. Alle anderen
Eigenschaften dr, x7 und yr folgen ihren Verteilungen und die Abhingigkeiten zwischen ih-
nen werden mittels der Copulas modelliert. Im zeitlichen Verlauf wandelt sich f(x7) von einer
Normalverteilung (¢,.. = 0,1 ms) in eine Dreiecksverteilung (#,.. > 2,5 ms). Erstere spiegelt die
statistisch-unabhidngigen Momentaufnahmen der SPH-Simulationen wieder, wihrend letztere
den quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen entsprechen (Vgl. Abb. 5.3). Dieser Ubergang
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kommt durch die kontinuierliche axiale Bewegung der Tropfen im Rechengebiet zustande. Die
Dreiecksform der Kurvenschar #,.. > 2,5 ms stellt einen stationdren Zustand dar. Der Anstieg
von f(x7 < 5Smm) entspricht der kumulativen Summe einer Normalverteilung. In dieser Zone
geht die Fliissigkeit durch den Zerfall der Ligamente in Tropfen iiber (Vgl. mit Abb. 4.7a).
Da ab xy > 5mm alle Fluissigkeit aus den Ligamenten in Tropfen libergegangen ist, stellt
sich ein stationdrer Zustand ein. Dies dndert sich, wenn die Tropfen nicht durch ein ruhendes
Gas fliegen, sondern durch eine schnelle Gasstromung beschleunigt werden (Abb. 8.7b). Dann
fallt f(xr > 5 mm) kontinuierlich ab. Kommt zusétzlich noch eine Querbewegung der Tropfen
durch eine aufgeprigte Vertikalgeschwindigkeit hinzu, zeigt sich ein noch starkerer Abfall von
f(xr = 5mm) (Abb. 8.7¢). Im hier betrachteten Fall scheint der Einfluss der Vertikalgeschwin-
digkeit etwas groBer als der Effekt der axialen Beschleunigung zu sein. Beide Effekte fiihren
dazu, dass im betrachteten Gebiet (x7 € [0 20] mm, yr € [—10 10] mm) weiter stromab we-
niger Tropfen erfasst werden. Somit konnen die unterschiedlichen Massenschwerpunkte in der
Euler-Lagrange-Simulation 2 und der entsprechenden SPH-Simulation durch die verschiedenen
Betrachtungsweisen erklirt werden. Es bleibt festzuhalten, dass die Randverteilungen einen si-
gnifikanten Einfluss auf die rdumliche Verteilung des Kraftstoffs haben. Im néachsten Abschnitt
wird diskutiert, welchen Einfluss die multivariaten Tropfenstartbedingungen auf die rdumliche
Verteilung der Kraftstoffmasse haben.

8.4 Einfluss der Copula-Konstruktion auf das Spray am Zerstauber

Nachdem der Einfluss der Randverteilungen beleuchtet wurde, wird in diesem Abschnitt der
Einfluss der Abhédngigkeitsstruktur auf die rdumliche Verteilung der Kraftstoffmasse diskutiert.
Hierzu werden bei Umgebungsbedingungen 16 Euler-Lagrange-Simulationen durchgefiihrt, wel-
che als Simulationen Nr. 2 bis 17 in Tab. 8.2 aufgefiihrt sind. Dabei werden die Copulas ¢4y, ¢y,
Cuy, Cyy, die die Abhingigkeit zwischen den jeweiligen Eigenschaftspaaren abbilden, entweder
beriicksichtigt (M wie modelliert) oder als unabhingig angenommen (U wie unabhingig). Es
wird eine vollstindige Permutation aller 4> Varianten durchgefiihrt. In Abb. 8.8 ist fiir diese
16 Varianten die Verteilung der Kraftstoffmasse am Zerstauber als Kerndichteschidtzung dar-
gestellt. Die dargestellten Hohenlinien entsprechen einer Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die
Kraftstoffmasse von p = 10, 20,40 und 60 %. Dabei entspricht die in Abb. 8.8a abgebildeten
Kerndichteschiatzung dem in Abb. 8.6b dargestellten bivariaten Histogramm. Wihrend das bi-
variate Histogramm den gesamten Datensatz darstellt, erlaubt der bivariate Kerndichteschitzer
wegen der Darstellung der Wahrscheinlichkeit mittels Hohenlinien eine bessere Vergleichbarkeit
der Simulationen. Fiir alle 16 Varianten ergibt sich die im vorangegangenen Abschnitt diskutierte
Massenkonzentration bei x7 = 5 mm und y7 = 0 mm. Die Lage der Hohenlinien fiir p = 40 und
60 % #ndert sich nur wenig, wihrend fiir die Hohenlinien p = 10 und 20 % groBe Anderungen
zu beobachten sind. Die Modellierung der Copula cy,, dargestellt in Abb. 8.8b fiihrt zu einer
vertikalen Aufweitung des Sprays, wihrend die Modellierung der der Copula c,,, dargestellt
in Abb. 8.8c zu keiner Veridnderung der Hohenlinien fiir p = 10 und 20 % ergibt. Die Super-
position beider Copulas abgebildet in Abb. 8.8d ergibt einen spitzen Verlauf der Hohenlinie
p = 10 % und eine vertikale Aufweitung die mit der in Abb. 8.8b vergleichbar ist. Daraus lédsst
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Abbildung 8.7: Einfluss der axialen Beschleunigung und Querbewegung auf den zeit-
lichen Verlauf von f(x7) fiir t,.. = 0,1,0,2,0,3 bis 4ms, pg = 1 bar,
UG MARTINI = 62,4m/s mit dr ~ LN, cqu: M, cyx: M, ¢yt M, ¢y, M

sich schlussfolgern, dass die Copula cy, wie zu erwarten einen signifikanten Einfluss auf die
vertikale Aufweitung des Sprays hat und die Copula ¢, keinen Einfluss hat. Die Modellierung
der Copula c,, in den Abb. 8.8e bis 8.8h lisst keinen signifikanten Unterschied zu den Fillen, in
denen diese nicht beriicksichtigt ist (Abb. 8.8a bis 8.8d), erkennen. Einziger Unterschied ist der
spitzere Spraykegel am Zerstduber in Abb. 8.8g und 8.8h. In den Abb. 8.8i bis 8.8p ist die Copula
cay explizit modelliert. Im Vergleich mit den entsprechenden Fille in der ersten und zweiten Zei-
le ohne die Copula c 4, (Abb. 8.8a bis 8.8h) konnen keine wesentlichen Unterschiede identifiziert
werden. Folglich ist der Einfluss der Copula ¢y, auf die raumliche Verteilung des Kraftstofts
am Zerstauber gering. Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass die Abbildung der Abhén-
gigkeitsstruktur des Sprays mittels der vier Copulas keinen signifikanten Einfluss auf die Lage,
Form und GroBe der Kraftstoffmassenverteilung hat. Fiir den Rand des Spraykegels (p = 10 %)
sind dagegen vor allem fiir die Copula c, signifikante Einfliisse auf die vertikale Aufweitung
des Sprays zu beobachten. Bisher wurde die Projektion der Kraftstoffmasse in z betrachtet.
Die Verbrennung und Schadstoffbildung werden jedoch entscheidend vom Mischungsbruch aus
Luft und verdunstetem Kraftstoff beeinflusst. In den diskutierten Euler-Lagrange-Simulationen
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Abbildung 8.8: Einfluss der Copulas auf die Massenverteilung, ug = 60m/s, pg = 1 bar

wurde die Verdunstung des Kraftstoffs nicht modelliert. Dennoch erlaubt die Verteilung des
Sauterdurchmessers (SMD) Riickschliisse auf die lokale Verteilung der Tropfengroe und damit
auf den Verdunstungsprozess (Vgl. Tab. 3.1). In Abb. 8.9 sind die SMD-Verteilungen am Film-
leger fiir alle 16 Varianten der Copula Modellierung dargestellt (Vgl. Abb. 8.8). Die Hohenlinien

reprasentieren Sauterdurchmesser von 100 bis 250 um. Im Nachlauf des Filmlegers ist der SMD
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Abbildung 8.9: Einfluss der Copulas auf die SMD-Verteilung, ug = 60m/s, pg = 1 bar

am kleinsten. Auflerhalb des Nachlaufs wird der SMD mit zunehmendem Spraywinkel immer
grofler. Dies folgt aus der unterschiedlichen Trigheit der Tropfen, die von ihrem Durchmesser
abhingt. Kleine Tropfen folgen der Hauptstromungsrichtung sehr schnell, da der Einfluss des
Luftwiderstands den Einfluss der Tréigheit iibersteigt. Umgekehrt iiberwiegt bei groen Trop-
fen der Effekt der Triagheit die Wirkung des Luftwiderstands deutlich, sodass diese lange ihrer
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initialen Trajektorie folgen und erst allmihlich abgelenkt werden. Daraus folgt, dass im Rechen-
gebiet stromab der Zerstduberkante kleine Tropfen deutlich weniger vertikal gestreut werden
als grofle Tropfen. In Bereichen, in denen sich fast ausschlieBlich groe Tropfen authalten, ist
der SMD dementsprechend sehr gro3. Durch die verschiedenen Copulas wird die raumlicher
Verteilung des SMD signifikant beeinflusst. In den beiden Ecken links oben und unten findet
sich fiir jede der 16 Varianten dreieckige Bereiche mit sehr groBen Sauterdurchmessern bzw.
sehr groBen Tropfen. Die GroBe dieser Bereiche wird durch die Copula cg4, stark beeinflusst.
Wenn die Copula cg4, auf unabhingig gesetzt wurde (Abb. 8.9a bis 8.9h), sind diese Berei-
che vergleichsweise klein, wihrend sie unter Beriicksichtigung der Copula ¢4, deutlich groBer
sind (Abb. 8.9i bis 8.9p). Somit folgen die Tropfen schneller der Hauptstromung, wenn ihre
initiale Axialgeschwindigkeit passend zu ihrem Durchmesser gewihlt wird. Die Modellierung
der Copula cy, beeinflusst die Ausdehnung der dreieckigen Bereiche mit groBem SMD kaum.
Allerdings verschiebt sich in Kombination mit der Copula ¢4, (Abb. 8.9, 8.91, 8.9n und 8.9p)
der Bereich mit SMD < 100um im Nachlauf weiter stromab. Der gleiche Effekt ist fiir die
Kombination der Copulas ¢,y und ¢4, (Abb. 8.9k, 8.91, 8.90 und 8.9p) zu beobachten. Durch die
Kombination der Copulas ¢4, und ¢, (Abb. 8.9m bis 8.9p) werden die Hohenlinien insbesondere
an der Zerstauberkante stromab verschoben. Auffallend ist, dass sich mit der Modellierung aller
vier Eigenschaftspaare eine Front bildet, sodass Bereiche mit hohem und niedrigem SMD recht
nahe beieinander liegen (Abb. 8.9p). Ohne Beriicksichtigung der Copulas (Abb. 8.9a) sind die
Sauterdurchmesser stromab der Zerstauberkante gleichméaBiger verteilt. Es bleibt festzuhalten,
dass die Copulas cgy, ¢,y und cy, die rdiumliche Verteilung des SMD signifikant beeinflussen.
Der Einfluss der Copula ¢, ist dagegen gering.

Aus der Verteilung des SMD kann nicht direkt auf die Verteilung des verdunsteten Kraftstofts
geschlossen werden. Ein einzelner grofer Tropfen kann einen groflen lokalen SMD verursachen,
verdunstet aber langsamer als viele kleine Tropfen. Die vorliegenden Ergebnisse zeigen, dass
die Copulas die rdumliche Verteilung der TropfengroBe signifikant und die rdumliche Verteilung
der Kraftstoffmasse geringfiigig beeinflussen. Somit ist zu erwarten, dass sie auch die raumli-
che Verteilung des verdunsteten Kraftstoffs und damit die Verbrennung und Schadstoffbildung
beeinflussen werden. Um dies zu belegen, ist es notwendig den statistischen Ansatz vom ebenen
Filmleger auf einen industriellen annularen Drallzerstauber zu tibertragen und damit Simula-
tionen inkl. Verdunstung und Verbrennung durchzufiihren. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
nur Simulationen am ebenen Filmleger ohne Verdunstung oder Verbrennung durchgefiihrt. Hin-
tergrund ist, dass der ebene Filmleger nicht fiir Verbrennungsexperimente und -simulationen
geeignet ist. Des weiteren bestand die Moglichkeit, eine SPH-Simulation fiir eine annulare Zer-
stauberdiise durchfiihren zu konnen, zu Beginn dieser Arbeit noch nicht. Diese wurde erst durch
die Arbeit von Dauch, 2021 realisiert. Trotzdem hat die vorliegende Arbeit die Grundlagen fiir
diesen nédchsten Schritt gelegt.

Im folgenden Abschnitt werden die Sprays aus den beiden Simulationen mit und ohne Modellie-
rung der Abhéngigkeitsstruktur mit PDA-Messungen im Nachlauf der Zerstdubers verglichen.
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8.5 Vergleich einiger Euler-Lagrange-Simulationen mit PDA-Messungen

Zum Vergleich der Spraydaten aus den Euler-Lagrange-Simulationen mit dem Experiment von
Gepperth et al. (Gepperth, 2018) werden PDA-Messungen herangezogen. Diese wurden im
Nachlauf des Filmlegers bei x = 10, 20, 30, 40, 50 mm und y = 0 mm durchgefiihrt. Messungen
an anderen Positionen, beispielsweise in der Hauptstromung, sind nicht vorhanden. Neben dem
Tropfendurchmesser dr wurden die beiden Geschwindigkeiten u7 und vz erfasst. Um die Ver-
gleichbarkeit zu gewihrleisten, werden die Spraydaten aus den Euler-Lagrange-Simulationen
wie folgt gefiltert: Tropfen mit Durchmesser grofSer 200 um werden verworfen, da dieser dem
groflten Durchmesser in den PDA-Daten entspricht. Aulerdem werden nur Tropfen in einem
virtuellen Messvolumen x7 + 1 mm und y7 + 1 mm beriicksichtigt. Da die Spraydaten aus den
Euler-Lagrange-Simulationen mit der Tropfenmasse gewichtet sind, wurden die mittels PDA ge-
messenen Tropfengrofen mit d; gewichtet. In Abb. 8.10 ist der Zusammenhang zwischen dem
Eigenschaftspaar d7,ur mit Hohenlinien aus der Kerndichteschitzung dargestellt. Sie symboli-
sieren Auftretenswahrscheinlichkeiten von 10, 20, 40, 60 und 80 %. Die drei Spalten entsprechen
den drei Messpositionen x7 = 10, 20, 30 mm. In der ersten Zeile sind die experimentellen Er-
gebnisse und in der zweiten und dritten Zeile die Ergebnisse der Euler-Lagrange-Simulation mit
und ohne Beriicksichtigung der Abhingigkeitsstruktur dargestellt. In den Abb. 8.10a bis 8.10c
kann eine Beschleunigung der Tropfen iiber die Lauflange x7 beobachtet werden. Dabei werden
kleine Tropfen deutlich stirker beschleunigt als gro3e Tropfen. Wie zu erwarten ergibt sich die
fiir das Eigenschaftspaar dr, ur charakteristische L-Form. Fiir das in den Abb. 8.10d bis 8.10f
gezeigte und mit der Euler-Lagrange-Simulation berechnete Spray, ohne Beriicksichtigung der
Abhiéngigkeitsstruktur, zeigen sich andere Effekte. Einige grofle Tropfen (dr > 50 um) haben
eine deutlich groBere Geschwindigkeit als im Experiment (up > 25m/s), welche sie weiter
stromab beibehalten. Die langsameren Tropfen werden durch die Luftstromung beschleunigt,
dabei sind die schnellsten unter ihnen um 12 % langsamer als die schnellsten Tropfen aus dem
Experiment. Dadurch ist die L-Form erst weiter stromab bei x = 30 mm zu erkennen. Das Spray
der Euler-Lagrange-Simulation mit Abhéangigkeitsstruktur in den Abb. 8.10g bis 8.10i weist fiir
die groBen Tropfen deutlich kleinere Maximalgeschwindigkeiten auf als die Simulation ohne
Abhingigkeitsstruktur. Dadurch ist die 1-Form schon nahe am Zerstduber (x = 10 mm) ausge-
pragt. Weiter stromab wird der Unterschied zwischen den beiden Euler-Lagrange-Simulationen
immer kleiner.

In Abb. 8.11 ist analog zur vorherigen Abbildung das Eigenschaftspaar dr, vy dargestellt. Im
Experiment lassen sich im Nachlauf der Zerstdubers zunédchst (Abb. 8.11a) noch grofle Verti-
kalgeschwindigkeiten beobachten (v < 5m/s). Weiter stromab dominiert statt der durch den
Zerfallsprozess ausgelosten Querbewegung die rein axiale Luftstromung. In Folge dessen wer-
den die Maximalwerte von vy kleiner (Abb. 8.11b, 8.11¢c). Diese Tendenz kann auch fiir die
beiden Euler-Lagrange-Simulationen ohne und mit Beriicksichtigung der Abhiangigkeitsstruktur
beobachtet werden. Allerdings ist die Streuung der vertikalen Geschwindigkeit deutlich groBer
als im Experiment. Hierfiir konnen zwei mogliche Ursachen identifiziert werden. Erstens ist das
virtuelle Messvolumen der Euler-Lagrange-Simulationen deutlich grofer als das reale Messvolu-
men der PDA-Messungen. Dadurch werden vermehrt Tropfen erfasst, die aufgrund ihrer gro3en
Vertikalgeschwindigkeit den Nachlauf verlassen. Zweitens gibt es signifikante Unterschiede fiir
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Abbildung 8.10: Bivariate Kerndichten von d7 und u7 aus PDA-Messungen im Nachlauf
des Zerstaubers und aus zwei Euler-Lagrange-Simulationen mit d7 <
200 um und ug = 60m/s, pg = 1 bar

den Modellparameter o, der die Streuung des normalverteilten Rands von vr beschreibt. So
verdndert sich der optimale Wert von o, = 6,23 m/s (OMP) auf o, = 6,08 m/s, wenn er
aus dem Metamodell (GI. 7.17) mit einer Gasgeschwindigkeit von ug = 60 m/s und doppelter
Genauigkeit (engl. double precision) in MATLAB berechnet wird. Bei der Berechnung des
Metamodells in der Fortran-Implementierung in PRECISE-UNS wird statt der doppelten die
einfache Genauigkeit (engl. single precision) verwendet sowie geringfiigig andere Werte fiir die
Eigenschaften des Kraftstoffs und der Luft. Damit ergibt sich fiir den betrachteten Betriebspunkt
pc = lbar, ug = 62,35m/s, hzx = 640 um ein deutlich groBerer Wert von o, = 9,85m/s.
Alle anderen Metamodelle zeigen diesen Effekt nicht.

Allgemein zeigt sich in den Spraydaten der Euler-Lagrange-Simulationen eine breitere Streuung
von ur und vy als in den PDA-Messungen. Nahe am Zerstauber (x = 10 mm) sorgt die Beriick-
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Abbildung 8.11: Bivariate Kerndichten von d7 und v; aus PDA-Messungen im Nachlauf
des Zerstaubers und aus zwei Euler-Lagrange-Simulationen mit d7 <
200 um und ug = 60m/s, pg = 1 bar

sichtigung der Abhiingigkeitsstruktur fiir eine groBere Ubereinstimmung zwischen Simulation
und Experiment. Nach dem Vergleich der Euler-Lagrange-Simulationen mit dem Experiment
wird im folgenden Unterabschnitt der Einfluss der Betriebsbedingungen des Zerstdubers auf die
rdaumliche Verteilung der Kraftstoffmasse am Zerstauber thematisiert.
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8.6 Einfluss der Betriebsbedingungen des Zerstaubers auf die raumliche
Verteilung der Kraftstoffmasse

Die Diskussionen der Sprayeigenschaften in den vorangestellten Abschnitten basierte auf Euler-
Lagrange-Simulationen bei Umgebungsbedingungen (Vgl. Sim. Nr. 1 bis 17 in Tabelle 8.2). Die
Fahigkeit des MARTINI-Modells, beliebige Betriebspunkte innerhalb des Giiltigkeitsbereichs
abzubilden (Vgl. Abb. 3.2), wird anhand von vier Euler-Lagrange-Simulationen bei erhohten
Driicken, Temperaturen und Geschwindigkeiten (Sim. Nr. 18 bis 21 in Tabelle 8.2) demonstriert.
In Abb. 8.12 sind die raumlichen Verteilungen der Kraftstoffmasse am Zerstiduber als Kerndich-
teschitzung dargestellt. Die dargestellten Hohenlinien entsprechen einer Aufenthaltswahrschein-
lichkeit fiir die Kraftstoffmasse von p = 10, 20,40 und 60 %. In der oberen Reihe (Abb. 8.12a
bis 8.12c) sind die Ergebnisse der Simulationen ohne Beriicksichtigung der Abhingigkeitss-
truktur zu sehen und in der unteren Reihe (Abb. 8.12d bis 8.12f) jene mit Berticksichtigung der
Abhéangigkeitsstruktur. Wird die Abhéngigkeitsstruktur berticksichtigt, ist der Spraykegel bei
atmosphirischen Bedingungen weiter aufgefichert als ohne Beriicksichtigung des Abhingig-
keitsstruktur. Mit der Erhohung des Impulses der Luftstrémung von links nach rechts verkleinert
sich der Spraykegel mit und ohne Beriicksichtigung der Abhéngigkeitsstruktur stark. Dieses
Verhalten entspricht dem Verhalten der Sprays aus den SPH-Simulationen (vgl. Abb. 5.16f) und
dem aus Experimenten zu erwarteten Verhalten. Somit konnen die betriebspunktabhédngigen
Eigenschaften des Sprays mit den Metamodellen zumindest qualitativ wiedergegeben werden.

8.7 Zusammenfassung der Beobachtungen

Aus den in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnissen der Euler-Lagrange-Simulationen lassen
sich folgende Schliisse ziehen: Die Ubertragung der in SPH-Simulationen generierten Trop-
feneigenschaften als Tropfenstartbedingungen in die Euler-Lagrange-Simulationen mittels einer
Copula-Konstruktion wurde erfolgreich demonstriert. Damit wurde gezeigt, dass das Gesamt-
konzept dieser Arbeit (Abb. 3.2) funktioniert. Anhand der rdumlichen Verteilung der Kraftstoff-
masse am Zerstduber konnte gezeigt werden, dass es einen signifikanten Unterschied macht, ob
die Tropfen immer an derselben Position aus der Ruhelage starten oder ob die Startbedingungen
den Verteilungen von x7, yr, ur und vy folgen. Wéhrend sich im ersten Fall ein Spriihstrahl bil-
det, kommt es im zweiten Fall zu einem weit aufgeficherten Spraykegel. Dadurch wird deutlich,
wie wichtig numerisch oder experimentell ermittelte Verteilungen der Tropfeneigenschaften
nahe am Zerstduber fiir die Modellierung der Tropfenstartbedingungen sind. Die Abbildung
der multivariaten Abhingigkeitsstruktur der Tropfenstartbedingungen mit den Copulas ¢4y, ¢y,
cuy und cy, kann wie folgt bewertet werden: Die Copula cy, hat einen signifikanten Einfluss
auf die raumliche Verteilung der Kraftstoffmasse am Zerstduber. Die rdumliche Verteilung des
SMD wird durch die Copulas cgy, ¢,y und cy, signifikant beeinflusst. Daraus lésst sich schlie-
Ben, dass die mit Copulas modellierten Tropfenstartbedingungen mit hoher Wahrscheinlichkeit
Einfluss auf das Verdunstungsverhalten nehmen konnen und sie damit auch Auswirkungen auf
den Verbrennungsprozess und die Schadstoffbildung haben werden. Im Vergleich mit den PDA-
Messungen im Nachlauf des Filmlegers zeigten sich signifikante Unterschiede, wenn nur die
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Abbildung 8.12: Einfluss der Betriebsbedingungen auf die rdumliche Verteilung der
Kraftstoffmasse am Zerstiuber

Randverteilungen oder beides, die Randverteilungen und die Abhingigkeitsstruktur beriicksich-
tigt werden. Nahe am Zerstduber sorgt die Beriicksichtigung der Abhingigkeitsstruktur fiir eine
groBere Ubereinstimmung zwischen Experiment und Simulation. Weiter stromab gleichen sich
die Tropfeneigenschaften der Simulationen mit und ohne Abhéngigkeitsstruktur einander an. So-
mit ist der Einfluss der Abhingigkeitsstruktur auf die riumliche Verteilung des Kraftstoff direkt
am Zerstduber am grofften und nimmt mit zunehmender Lauflange ab. In den Euler-Lagrange-
Simulationen sind u7 und vy breiter gestreut als im Experiment. Dies kann durch das grofere
virtuelle Messvolumen und das vergleichsweise kleine SPH-Rechengebiet verursacht worden
sein. Der Einfluss der Betriebsbedingungen auf die raumliche Verteilung der Kraftstoffmasse
am Zerstiuber ist signifikant und folgt damit den Ergebnissen der SPH-Simulationen. Damit
konnte gezeigt werden, dass die Verkniipfung der Modellparameter mit den Betriebsparame-
tern durch die Metamodelle einen validen und funktionierenden Ansatz darstellt. Der neuartige
Ansatz multivariate Tropfenstartbedingungen mit einer Copula-Konstruktion zu modellieren,
hat offensichtlich grof3es Potential, die Vorhersage der Schadstoffemissionen, insbesondere der
RuBbildung, zu prézisieren. Im letzten Kapitel werden die durch diese Arbeit gewonnenen
Erkenntnisse zusammengefasst und den nédchsten Entwicklungsschritten gegeniibergestellt.
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Ein Ausgangspunkt dieser Arbeit war der Wunsch des Industriepartners Rolls-Royce, die Ru3e-
missionen in den numerischen Simulationen der Triebwerksbrennkammer durch bessere Trop-
fenstartbedingungen priziser vorhersagen zu konnen. AufSerdem gab es die von Gepperth intensiv
untersuchte ebene Filmlegergeometrie sowie erste Simulationen des luftgestiitzten filmlegenden
Zerstdubungsprozesses von Braun und Dauch mit dem am ITS entwickelten SPH-Code. Dariiber
hinaus gab es erste Modelle fiir die Vorhersage der TropfengroBe in Abhingigkeit der Betriebs-
und Geometrieparameter von Chaussonnet, Eckel und Inamura. Es gab jedoch keine Modelle,
die die Tropfenposition und -geschwindigkeit und die Abhédngigkeitsstruktur der Tropfeneigen-
schaften beschrieben.

Daraus ergab sich das Ziel dieser Arbeit: ein Modell zur statistischen Vorhersage von multivaria-
ten Tropfenstartbedingungen auf Basis von SPH-Simulationen zu entwickeln, zu implementieren
und zu validieren. Dieses Modell sollte in der Lage sein, anhand der Betriebs- und Geometrie-
parameter, die den Zerstdubungsprozess charakterisieren, die dazu passende flinfdimensionale
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Tropfeneigenschaften Durchmesser, Position und Ge-
schwindigkeit zu liefern und aus dieser neue Stichproben von Tropfen zu ziehen.

Mit zweidimensionalen SPH-Simulationen konnten Spraydaten nahe am Filmleger bei teilweise
triebwerksnahen Betriebsparametern generiert werden. Diese sind in der Lage, die meisten cha-
rakteristischen Phidnomene der Zerstiubung wiederzugeben und liefern so tiefere Einblicke in
den Zerstdubungsprozess als die bisher verfiigbaren Experimente. Erstmals wurden die gemein-
samen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Tropfeneigenschaften Durchmesser, Position
und Geschwindigkeit statistisch analysiert und mit dem Zerfallsprozess verkniipft.

Zur Beschreibung der fiinfdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Tropfeneigen-
schaften entstanden zwei statistische Modelle von unterschiedlichem Charakter. Der statistische
Ansatz ist datengetrieben und basiert auf einer Copula-Konstruktion, die in dieser Arbeit erst-
mals zur Modellierung fiinfdimensionaler Datensidtze im Kontext der Zerstaubung eingesetzt
wurde. In Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl von Prof. Grothe (Institut fiir Operations Re-
search, KIT) konnte erstmals gezeigt werden, dass fiir den betrachteten ebenen Filmleger die
vier Eigenschaftspaare dr,ur; ur.xr; ur,yr und yr,vr wesentlich fiir den Zerstdubungsprozess
sind. Mit den physikalischen Hypothesen des phanomenologisch-statistischen Ansatzes wurde
deutlich, dass sich die meisten Tropfen im Rechengebiet der SPH-Simulation auf einer logarith-
mischen Kurve bewegen. Auflerdem konnte gezeigt werden, dass sich die Axialgeschwindigkeit
der Tropfen direkt nach dem Zerfall asymptotisch an die Gasgeschwindigkeit annihert, anstatt
der Tropfenbewegungsgleichung zu folgen. Die Modellparameter der beiden Ansdtze wurden
mittels Metamodellen mit den Betriebs- und Geometrieparametern des ebenen Filmlegers ver-
kniipft. Fiir beide Ansitze konnte gezeigt werden, dass Metamodelle gut geeignet sind, um
Modellparameter an den Stellen zu interpolieren, an denen keine SPH-Simulationen vorliegen.
Der statistische Ansatz und die dazugehorigen Metamodelle wurden im MARTINI-Modell
(MultivARiaTe-INjectlon) zusammengefasst und in den Brennkammersimulationscode
PRECISE-UNS implementiert. Zur Validierung des MARTINI-Modells wurden Euler-Lagrange-
Simulationen am ebenen Filmleger von Gepperth durchgefiihrt. Diese wurden grofitenteils bei
Umgebungsbedingungen aber auch bei triebwerksnahen Bedingungen durchgefiihrt. Es konnte
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gezeigt werden, dass das Konzept dieser Arbeit (Abb. 3.2) funktioniert. Im Einzelnen zeigte sich,
dass die Modellierung der Randverteilungen einen signifikanten Einfluss auf die riumlichen Ver-
teilung der Kraftstoffmasse hat. Die Copula-Konstruktion und die einzelnen Eigenschaftspaare
haben signifikanten Einfluss auf die rdumliche Verteilung der Kraftstoffmasse und des Sauter-
durchmessers. Es ist zu erwarten, dass sich dies auch auf die Verdunstung des Kraftstoffs, den
Verbrennungsprozess und die Schadstoftbildung auswirken wird. Vergleiche der Spraydaten aus
den Euler-Lagrange-Simulationen mit PDA-Messungen im Nachlauf des Filmlegers zeigten eine
zufriedenstellende Ubereinstimmung. Der Einfluss der Betriebsbedingungen auf die riumliche
Verteilung der Kraftstoffmasse am Zerstduber ist signifikant und folgt damit den Ergebnissen
der SPH-Simulationen. Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass der neuartige Ansatz
multivariate Tropfenstartbedingungen mit einer Copula-Konstruktion zu modellieren, grof3es
Potential hat, die Vorhersage der Schadstoffemissionen, insbesondere der RuBSbildung, zu prazi-
sieren.

In zukiinftigen Arbeiten kann ein fiir industrielle Brennkammersimulationen einsetzbares Mo-
dell fiir die Tropfenstartbedingungen (MARTINI-full-functional) generiert werden. Dazu kann
der in dieser Arbeit demonstrierte statistische Ansatz vom ebenen Filmleger auf einen industri-
ellen Drallzerstauber (Dauch, 2021) iibertragen werden. Der wesentliche Unterschied bestiinde
darin, dass die fiinfdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des aktuellen MARTINI-
Modells, unter Annahme von Rotationssymmetrie fiir die Umfangsposition, um die Umfangsge-
schwindigkeit auf eine sechsdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion erweitert werden
wiirde.

Zukiinftige SPH-Simulationen mit adaptiver raumlicher Diskretisierung wiren in der Lage,
einen Sektor einer industriellen Drallzerstiubergeometrie abzudecken. Des weiteren konnte das
Geschwindigkeitsprofil am Einlass der SPH-Simulationen aus Grobstruktursimulationen (engl.
LES) ermittelt werden. Die Wahl der Betriebsbedingungen konnte sich an den vier Lastpunkten
der ICAO fiir die Emissions-Zertifizierung orientieren. Aulerdem wire es wiinschenswert, die
Kraftstoffeigenschaften Dichte und Oberflichenspannung temperaturabhingig zu modellieren
(Tabelle A.2). Fiir den Modellbildungsprozess mit der Copula-Konstruktion ist es moglich, dass
analog zur skew-t-Copula neue, noch zu entwickelnde Copula-Familien notwendig sein konnten.
Fiir die Euler-Lagrange-Simulationen eines industriellen Drallzerstdubers wiren die Abbildung
der Verdunstung und der Verbrennung mit der Geometrie einer realen Triebwerksbrennkammer
von grofem Interesse.

Somit ist es denkbar, dass in wenigen Jahren eine numerische Modellkette zur Beschreibung
des Sprays zur Verfligung steht, die den numerischen Auslegungsprozess von Triebwerksbrenn-
kammern préziser und effizienter macht.
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Anhang

A.1 Giltigkeitsbereich der Korrelationen und Modelle zur filmlegenden luft-
gestitzten Zerstaubung

Die in Abschnitt 2.3 diskutierten Korrelationen und Modelle zur filmlegenden luftgestiitzten
Zerstdubung basieren auf experimentellen Daten oder wurden gegen experimentelle Daten ver-
glichen. Dadurch ergeben sich fiir jede Korrelation und jedes Modell die Giiltigkeitsbereiche
der EinflussgroBen. Werden die Einflussgrofen innerhalb des Giiltigkeitsbereichs gewdhlt, so
ist davon auszugehen, dass die Korrelationen und Modelle physikalisch sinnvolle Ergebnisse
liefern. Aufgrund der vielfach nichtlinearen Zusammenhinge zwischen den charakteristischen
Mittelwerten (z.B. SMD) und den Einflussgroen (z.B. ug) ist davon auszugehen, dass die Kor-
relationen und Modelle auBlerhalb ihres Giiltigkeitsbereichs keine zuverlidssigen Vorhersagen
machen konnen. In Tabelle A.1 sind die abgedeckten Intervalle der Einflussgroflen aufgefiihrt,
sie entsprechen dem Giiltigkeitsbereich. Es werden analog zu Tab. 2.1 und Tab. 2.2 die cha-
rakteristischen Langenmafle des Zerstaubers sowie die charakteristischen Eigenschaften der
zerstdubten Fliissigkeit und der Luftstromung betrachtet. Zusitzlich ist die Bauart des unter-
suchten Zerstdubers, die verwendete Messtechnik, der Abstand der Messung zum Zerstduber
und die Anzahl der vermessenen Betriebspunkte angegeben. Nicht vorhandene Angaben wurden
mit "?"vermerkt. Die Aufzihlung erfolgt chronologisch und ohne Anspruch auf Vollstindigkeit.
Fiir diese Auflistung wurden 15 verschiedene Veroffentlichungen beriicksichtigt. Der Grofteil
der Arbeiten fand in den Jahren 1999 bis 2019 statt. Wihrend in ersten Arbeiten vor allem ach-
sensymmetrische (annulare) Zerstduberdiisen untersucht wurden, hat sich in den beiden letzten
Dekaden der ebene Filmleger als Referenzgeometrie etabliert. Die chronologische Auflistung
der Arbeiten spiegelt sich auch in der verwendeten Messtechnik wieder. Wihrend in friihe-
ren Jahren vorwiegend Laserbeugungsspektrometer (LBS) eingesetzt wurden, hat sich spiter
die Phasen-Doppler-Anemomentrie (PDA) etabliert. Diese Methode wurde durch die Schatten-
Bilder-Auswertung (SBA) abgelost und durch die Fraunhofer-Diffraction-Methode (FDM) er-
ginzt. Die Wahl der Messmethode beeinflusst auch die Lage der Messposition. Die Messposition
Xpmess Wird in Milimetern stromab des Zerstdubers angegeben. Die Anzahl der untersuchten Be-
triebspunkte schwankt stark zwischen einigen bis hin zu mehreren hundert. Dariiber hinaus
ist zu beachten, dass pro Einflussgrofe i.d.R. unterschiedlich viele Betriebspunkte untersucht
wurden, sodass die Vorgaben der Methode ,,.Design of Experiments i.d.R. nicht eingehalten
werden. Die Einflussgrofen lassen sich in vier Untergruppen einteilen: Die charakteristische
Léangenmalle des Zerstdubers umfassen die Lange des Filmlegers Lr; und die Hohe der Zer-
stauberkante hzg. Die Filmstromung auf dem Filmleger ist durch die Linge Lpeper,; und Breite
b riim des Fliissigkeitsfilms sowie die mittlere Filmhohe hFiim und mittlere Filmgeschwindigkeit
uriim charakterisiert. Um eine Variation der Fliissigkeit abbilden zu konnen, werden die Dichte
pr und die Oberflichenspannung org bei Umgebungsbedingungen (77=293 K) angegeben. Die
vierte Untergruppe bilden die charakteristischen GroBen der Luftstromung. Diese umfassen die
Viskositdt u¢, die Dichte pg und die mittlere Stromungsgeschwindigkeit u.
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Tabelle A.1: Giiltigkeitsbereich der Korrelationen und Modelle zur filmlegenden luft-

gestiitzten Zerstdubung
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A.2 Betriebsbedingungen in Triebwerksbrennkammern

In Tabelle A.2 werden fiir vier verschiedene Triebwerke und bis zu sechs Betriebspunkte die
Bedingungen am Eintritt in die Triebwerksbrennkammer angeben. Diese sind sowohl fiir die
Anwendung von SMD-Korrelationen (Siehe Tab. 2.1) als auch fiir die Durchfiihrung von Zwei-
phasensimulationen von groer Bedeutung. Sie umfassen den Druck pg, die Temperatur 7g,
die Dichte pg, die dynamische Viskositit ug sowie die mittlere Geschwindigkeit ug der Luft.
Die Dichten und dynamischen Viskosititen der Luft hingen von Druck und Temperatur ab und
werden mit dem idealen Gasgesetz bzw. der Korrelation von Lemmon et al. (2004, Gl. 1) be-
rechnet. Des weiteren werden die Temperatur 77, die Dichte pr und die Oberflachenspannung
org der zerstiubten Fliissigkeit angegeben. Als Fliissigkeit wird Kerosin (Jet A-1) verwendet.
Dessen Dichte pr(TF) und Oberflaichenspannung o (Tr) hdngen von der Kraftstofftempera-
tur T ab und werden nach den Korrelationen von Rachner (1998, GI. 3.10.3, 3.10.5, 3.19.2)
berechnet. Dabei stellt die Abschitzung der Kraftstofftemperatur wihrend der Zerstaubung die
entscheidende Hiirde dar. Nach Heneghan et al. (1996, Abb. 2) liegen extreme Kraftstofftempe-
raturen, die in typischen modernen Triebwerken (Stand 1996) auftreten, im Bereich von 345 K
bis 450 K. Behrendt (2004, S. 68) berichtet, dass Streifinger (1999) die Kerosintemperatur am
Zerstaubereintritt mit Tk ero5in < 413 K angibt.

Laut Stickles et al. (1993, S. 20-9) tritt Verkoken von Kraftstoff im Zerstauber am ehesten
wihrend der Drosslung der Kraftstoffzufuhr beim Ubergang vom Reiseflug in den Leerlauf im
Flug (engl. flight idle) auf. Bei der experimentellen Untersuchung des Betriebspunkts Reiseflug
betrigt die Lufttemperatur am Eintritt der Brennkammer 7 = 922 K und die Kerosintemperatur
Tkerosin = 450 K. Beide sinken im Betriebspunkt Leerlauf im Flug (engl. flight idle) auf Werte
von T = 533 K und Tkerosin = 428 K.

Experimente von Brandt (1999, Abb. A.5) zeigen einen linearen Zusammenhang zwischen Luft-
und Kerosintemperatur:

Tkerosin = 0,335 - T + 195 K fiir Tg € [650 860] K (A.1)

Dabei ist zu beachten, dass diese Messungen nur den konvektiven Warmeiibergang von der
Luft auf das Kerosin betrachtet. Die durch die Verbrennung generierte Strahlung wird nicht
beriicksichtigt. Allerdings ist davon auszugehen, dass der Beitrag der Strahlung klein ist im
Verhiltnis zu dem des Warmeiibergangs. Dariiber hinaus ist davon auszugehen, dass dieser
Zusammenhang nur fiir die untersuchte Zerstdubergeometrie gilt und nur begrenzt auf andere
Zerstaubergeometrie libertragen werden kann. Des weiteren zeigen die Messungen einen nicht-
linearer Zusammenhang zwischen Luftdruck und Kerosintemperatur.

Die in der Literatur angegebenen maximalen Kraftstofftemperaturen liegen alle um 450 K, was
der Verkokungsgrenze von Kerosin entspricht. Einen auf alle Betriebspunkte der Brennkammer
anwendbaren Zusammenhang liefert einzig die Arbeit von Brandt. Somit werden die in Tab. A.2
genannten Kraftstofftemperaturen 7 (7 ) nach Gl. A.1 berechnet.

Behrendt (2004) gibt fiir ein generisches Triebwerk mittlerer Schubklasse Druck und Tempera-
tur in der Brennkammer fiir fiinf Betriebspunkte an. Bhayaraju (2007) erginzt zu diesen fiinf
Betriebspunkten die Gasgeschwindigkeiten und die Oberflichenspannung. Miiller (2015)
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Tabelle A.2: Betriebsbedingungen in realen Triebwerksbrennkammern, nach Behrendt
(2004, Tab. 3.2), Bhayaraju (2007, Tab. A-3), Fernandez (2010, Tab. 3.1),
Miiller (2015, Tab. 3.4)

rG | Tc | pc(rG.TG) | vG(pG.Tc) | uc | Tr(Tg) | pr(TFr) | orG(TF)

Triebwerk Betriebspunkt | bar K kg/m? 107> Ns/m? m/s K kg/m? 103N /m
generisches Ground Idle 4.8 477 3,50 2,16 74 355 758 18,53
Triebwerk Take-off 36,0 | 850 14,75 2,87 98 480 658 10,34
mittlerer Climb 29,6 | 809 12,74 2,80 97 466 669 11,20
Schubklasse Cruise 14,7 | 759 6,75 2,72 93 449 683 12,26
Approach 184 | 709 9,04 2,63 90 433 697 13,33
Ground Idle 6,3 536 4,09 2,29 111 375 743 17,18
Rolls Royce Take-off 299 | 827 12,59 2,83 138 472 664 10,82
BR 715 Cruise 11,1 715 5,41 2,64 128 435 695 13,20
Approach 11,9 646 6,42 2,51 122 411 714 14,71
Ground Idle 6,8 569 4,16 2,35 125 386 734 16,43
Rolls Royce Take-off 41,2 896 16,01 2,95 142 495 644 9,40
Trent 900 Cruise 12,5 | 745 5,84 2,69 135 445 687 12,56
Approach 17,1 726 8,20 2,66 136 438 692 12,97
Snecma Relight Cruise | 0.4 233 0,60 1,51 20-30 273 821 24,29
Umgebungsbedingungen 1,0 293 1,19 1,69 293 805 22,85

berechnet fiir die beiden Triebwerke BR 715 und Trent 900 von Rolls-Royce die Bedingungen
in der Brennkammer bei den vier charakteristischen Betriebspunkten Ground Idle, Take-off,
Cruise und Approach. Fernandez (2010) gibt fiir ein Flugtriebwerk von Snecma typische Werte
fiir das Wiederziinden in groer Hohe (Relight Cruise) an. Dieser Betriebspunkt ist Teil der
Triebswerkszertifizierung. Damit sind alle fiir den realen Betrieb eines Flugzeuges relevanten
Betriebspunkte abgedeckt. Ergidnzend werden die Angaben durch die Daten bei Umgebungsbe-
dingungen.

Druck und Temperatur am FEintritt der Brennkammer variieren iiber die Betriebspunkte sehr
stark (pg € [0,4 41,2] bar, T € [233, 896] K). Dem entsprechend deckt auch die Luftdichte
einen sehr breiten Bereich ab (pg € [0,60, 16,01] kg/m?). Die Anderung der dynamischen
Viskositit der Luft fallen dagegen eher gering aus (ug € [1,51, 2,95] 107 Ns/m?). Die Gasge-
schwindigkeit deckt einen groflen Bereich ab (ug € [20, 142] m/s). Dabei konnen die Betrieb-
spunkte Relight Cruise mit sehr kleinen Gasgeschwindigkeiten, die Betriebspunkte Ground Idle
mit mittleren Gasgeschwindigkeiten und die Betriebspunkte Take-off, Climb, Cruise und Ap-
proach mit den groBten Gasgeschwindigkeiten unterschieden werden. Insbesondere die groten
Gasgeschwindigkeiten @ndern sich kaum. Die Temperatur des Kerosins bewegt sich nach der
Korrelation von Brandt zwischen 273 und 495 K. Dadurch dndern sich die Dichte des Kerosins
(pr € [644, 821] kg/m?) und die Oberflichenspannung (org € [9, 40, 24,29] 1073 N/m) we-
sentlich. Zwischen den verschiedenen Betriebszustiinden ergeben sich wesentliche Anderungen
fiir die GroBen Luftdruck pg, Gasgeschwindigkeit ug und Oberflichenspannung org. Diese
drei GroBen sind - wie in Tab. 2.1 gezeigt wurde - die wesentlichen Einflussgroflen auf den SMD
und damit auf die Tropfengrof3e.
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A.3 Weitere Details zu den SPH-Simulationen

Erginzend zu den Grundlagen der SPH-Methode (Abschnitt 3.2) werden im Folgenden die
Einstellungen und die verwendeten Modelle spezifiziert. AbschlieBend wird der numerische
Aufwand der durchgefiihrten Simulationen diskutiert.

Als Gewichtungsfunktion wird die Wendland C?-Gewichtungsfunktion (Wendland, 1995) ver-
wendet mit einer Gléttungslange von h = 1.5dx, wobei dx den mittleren Abstand der Partikel
darstellt. Des weiteren wird die Zustandsgleichung nach Tait verwendet, was dem Ansatz ,,Weak-
ly Compressible SPH* (Wang et al., 2016) entspricht. In der Zustandsgleichung nach Tait wird
ein Polytropenexponent von y = 7 und eine fiktive Schallgeschwindigkeit von c¢g = 250 m/s fiir
die Luft und ¢ = 25 m/s fiir den fliissigen Kraftstoff verwendet. Der Hintergrundgrund ppqcx
wurde in Abhidngigkeit des Luftdrucks zu 0,20; 0,42 bzw. 1,0 bar gesetzt. Fiir den Kontaktwinkel
zwischen Wand, Fliissigkeit und Gas wird ein Wert von 60° verwendet.

Die SPH-Simulationen wurden auf dem Supercomputer ForHLR am SCC in Karlsruhe durch-
gefiihrt. Dabei wurden je Simulation 1000 CPUss fiir 72 bis 144 Stunden genutzt. Pro Simulation
wurden zwischen 6,224 und 9,987 Mio Zeitschritte berechnet. Die entsprechende simulier-
te physikalische Zeit betrdgt zwischen 57 und 89 ms. Dies entspricht zwischen 573 und 955
Durchflusszeiten. Gespeichert wurde jeder tausendste Zeitschritt, sodass pro Simulation ca.
5 Terabite an Daten anfielen. Der Grofiteil der Daten beschreibt die Gasphase und lediglich ein
Bruchteil davon das Spray.

A.4 Abschétzung der turbulenten Skalen der SPH-Simulationen

Die kleinsten turbulenten Skalen in Raum und Zeit kénnen nach Kolmogorov wie folgt ab-
geschitzt werden. Ausgangspunkt sind die in den SPH-Simulationen vorgegebene mittleren
Stromungsgeschwindigkeiten der Luft ug € [50, 90] m/s, sowie der im Referenzexperiment
vorgegebene Turbulenzgrads von Tu = 10 %. Als grofite charakteristische Lingenskala [/ wird
dabei die Hohe der Stromungskanéle iiber und unterhalb des Filmlegers aus dem Referenzexpe-
riment gewihlt: / = Hg 0 = 8,11 mm (Siehe Abb. 2.5a). Die unterschiedlichen Druckniveaus
der SPH-Simulationen werden durch die kinematische Viskositit der Luft v beriicksichtigt. Mit
den von Kolomgorov postulierten Zusammenhingen (Landahl et al., 1992, Tab. 1) konnen die
turbulente kinetische Energie k, die turbulente Dissipationsrate € sowie die Kolmogorov-Skalen
in Raum 7 und Zeit T berechnet werden.

k = % (ul)? mit ul; =Tuug (A.2)
e=1/1k2 (A.3)

n=(vy/e) (A4)

7= (vg/e)? (A5)

In Tabelle A.3 sind die in den SPH-Simulationen variierten Werte von v und ug sowie die daraus
resultierenden Kolmogorovskalen n und 7 dargestellt. Die kleinsten turbulenten Langenskalen
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n bewegen sich danach im Bereich von 15 bis 4 um. Die kleinsten turbulenten Zeitskalen 7

erreichen Werte von 14 bis 5 ps.

Tabelle A.3: Turbulente Lingen- und Zeitskalen der untersuchten Betriebspunkte

ré¢ Tc v ug 1 T

1 293 1.5311e-05 70 1.466e-05  1.4038e-05
293 1.5311e-05 90 1.2142e-05 9.6289¢-06
464 6.8667e-06 70  8.0345e-06 9.4009e-06
464 6.8667e-06 90  6.6542¢-06 6.4484e-06

15 635 3.9039%-06 70  5.2604e-06 7.0883e-06

15 635 3.9039%-06 90  4.3567e-06 4.8621e-06

bar K m?/s m/s m s

A.5 Geschwindigkeitsprofile an der Zerstauberkante in der SPH-Simulation
und dem Experiment

In Abb. A.1 sind zeitlich gemittelte Axial- und Vertikalgeschwindigkeitsprofile der Luft an der
Zerstduberkante aus einer SPH-Simulation und dem Experiment von Gepperth abgebildet. Die
dargestellten Daten bilden einen atmosphirischen Betriebspunkt (p; = 1bar) bei moderater
Gasgeschwindigkeit (ug = 60 m/s) und einer hohen Zerstauberkante (hzg = 640 um) ab. Die
experimentellen Daten wurden mittels LDA-Messungen 0,3 mm stromab der Zerstduberkante in
der Mittelachse des Filmlegers (z = 0 mm), ohne Fliissigkeit auf dem Filmleger, aufgenommen
(Chaussonnet et al., 2016, Fig. 17 (bottom)). Die zeitliche Mittelung der SPH-Daten erfolgte von
Anfang bis Ende der Simulation iiber 57,4 ms. Dabei war der Filmleger mit Fliissigkeit benetzt.
Die Geschwindigkeitsverldufe der SPH-Simulation sind durch das Rechengebiet auf das Intervall
|y| < 4,1 mm beschriankt. Die Stromungskanile des Experiments sind dagegen jeweils 8,1 mm
hoch. Dadurch ergeben sich dhnlich Profile, jedoch ist das Profil der SPH-Simulation um den
Faktor 0,5 in y-Richtung gestaucht. Die Profile der zeitlich gemittelten Axialgeschwindigkeit
(Abb. A.1a) entsprechen denen zweier Kanalstromungen. Die dufleren Grenzschichten sind in der
LDA-Messung nicht zu erkennen, dafiir treten sie in der SPH-Simulation um so deutlicher hervor.
Die Grenzschichten am Filmleger sind sehr dhnlich ausgeprigt, mit dem Unterschied, dass sich
in den LDA-Messungen eine Rezirkulationszone zeigt. Diese kann durch die SPH-Simulationen
nicht reproduziert werden. Auflerdem unterscheiden sich die maximalen Axialgeschwindig-
keiten etwas. Beides wird vermutlich dadurch verursacht, dass die Luftgeschwindigkeiten der
SPH-Simulationen wihrend des Zerfallsprozesses gemittelt wurden, wéahrend im Experiment
eine reine Gasstromung vermessen wurde. Hinter der Zerstduberkante treffen die beiden Stro-
mungskanile aufeinander, sodass die Luft in den freien Raum ausweicht. Dadurch ergeben
sich an den Enden der Zerstdauberkante (|y| < 0,32 mm) die groBten Vertikalgeschwindigkeiten
(Abb. A.1b). Diese nehmen zur Mitte der Stromungskanile kontinuierlich ab. Die Maxima der
vertikalen Geschwindigkeit sind in der SPH-Simulation groBer als in den LDA-Messungen. In
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Abbildung A.1: Geschwindigkeitsprofile der Luft aus Experiment und SPH-Simulation
fiir hzg =640 um, pg = 1 bar, ug = 60 m/s (Messposition: X = 0,3 mm,
z =0mm)

der Simulation behindert die an der Hinterkante angesammelte Fliissigkeit das Mischen der bei-
den Stromungspfade. Insgesamt bildet die dargestellte SPH-Simulation die zeitlich gemittelten
Axial- und Vertikalgeschwindigkeitsverldufe gut ab.

A.6 Einfluss der Dimensionalitat auf den Zerfall

Der Ausgangspunkt dieses Abschnitts ist die Frage, in wie weit die Simulation des Zerfalls in
2D, das daraus resultierende Spray beeinflusst. Es kann davon ausgegangen werden, dass der
Sauterdurchmesser D3, proportional zur Tropfenweberzahl We, ist. Da die Tropfenweberzahl
in der Regel fiir Zerfallsbetrachtungen genutzt wird, bezieht sich deren charakteristische Lange
auf den initialen Durchmesser des Tropfens d. Prinzipiell wird die Tropfenweberzahl aus dem
Verhiltnis von Tragheitskraft zu Kohasionskraft, welche die Oberflichenspannung verursacht,
gebildet. Fiir turbulente Gasstromungen sind zur Beschreibung der Bewegung des Tropfens
nur Trigheit und Luftwiderstand relevant. Somit kann nach der Tropfenbewegungsgleichung
(Gl. 6.23) die Triagheitskraft durch den Luftwiderstand, der auf den Tropfen wirkt, beschrieben
werden. Fiir den dreidimensionalen Fall eines runden Tropfens ergibt sich:
%'dS'CW'PG'MZI dO',OG'M2

Weq,3p = L rel _ (0, 028125 T’e’ (A.6)

wobei u,,; = ug — ur. Der Luftwiderstandsbeiwert wird mit cyy = 0,45 vereinfachend als
konstant angenommen. Fiir die Kriimmung der Kugel gilt x = %(% + % + }) = % = d%. Die
Oberflache der Kugel berechnet sich nach Ap = 7rd(2).
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Der zweidimensionale Fall kann durch einen Zylinder mit / >> d approximiert werden:

E-dz-cw-pc-uz d? pc-u2
W — 8 0 rel — O, 075 0 rel A7
©do.2D.Zy1. OFG - K- Ao (I+do/2) oFc &.7)
In diesem Fall betrdgt der Luftwiderstandsbeiwert cy = 1,2 und die Kriimmung « = % = d%).
Die Oberfliche des Zylinders betriigt Ao =7 - do - [ +2 - 7 - dj /4.
Das Verhiltnis der Sauterdurchmesser fiir den drei- und zweidimensionalen Fall lautet:
D w 0,08125 [ +dy/2 [ 1
3230 o 7D 02 _ 0,375 (— + —) (A.8)
D3opzyi.  Weapzy. 0,075 do dy 2
Mit [ >> d gilt:
D322p,zy1. << D323p (A9)

Die in der 2D-SPH-Simulation beriicksichtigte Oberflaichenspannung entspricht jedoch eher der
einer Scheibe mit [ << dj als der eines Zylinders. Mit dieser Annahme dndert sich der Term fiir
die Oberflachenspannung, wihrend die Annahme eines Zylinders fiir den Luftwiderstandsbei-
wert beibehalten werden kann. Damit lautet das Verhiltnis der Sauterdurchmesser:

D W l 1
3230 _TED _ ) 375 (— + —) -0, 1875 (A.10)
D32op.sch. Weap zyi. dy 2
oder:
D32op.sch. = 5,3 D323p (A.11)

Anhand der vorliegenden Analyse kann die Ausgangsfrage, in wie weit die Simulation des Zer-
falls in 2D, das daraus resultierende Spray beeinflusst, nicht abschliefend beantwortet werden.

Ein Vergleich von zwei SPH-Simulationen in 2D und 3D ist fiir einen Betriebspunkt (pg =
Ibar, ug = 50m/s, hzx = 230 um, V/bFl'lm = 50 mm?) moglich. In einer vorangegangenen
Arbeit (Holz et al., 2018) wurden in 2D-SPH-Simulationen die Filmhohe und -geschwindigkeit
auf dem Filmleger bei konstanter Filmbeladung variiert. Dabei wurden Sauterdurchmesser von
124 und 138 um ermittelt (Holz et al., 2018, Tab. 2). Eine 3D-SPH-Simulation mit zwei Zerfalls-
ereignissen zeigt einen Sauterdurchmesser von 76 um (Braun et al., 2019, Tab. 2). Diese Er-
gebnisse bestitigen die zweite Abschitzung, wonach der Sauterdurchmesser durch 2D-SPH-
Simulationen iiberschitzt wird.
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A.7 Einfluss der Betrachtungsweise auf den Sauterdurchmesser

Die in Abb. 5.4 dargestellten Sauterdurchmesser der SPH-Simulationen basieren auf den quasi-
kontinuierlichen Momentaufnahmen. Da grofle Tropfen tendenziell langsamer sind als kleine
Tropfen (Vgl. Abb. 5.12¢) werden diese hiufiger erfasst als kleine Tropfen. In Folge dessen wird
der Sauterdurchmesser iiberschitzt. Dieser Effekt wird mit zunehmender Gasgeschwindigkeit
(oder Weberzahl) stirker. Dies konnte den im Vergleich zur Korrelation relativ flachen Verlauf
des SMD mit der Weberzahl erkldaren. Zum Vergleich ist in Abb. A.2 der SMD-Verlauf fiir die
statistisch-unabhédngigen Momentaufnahmen abgebildet. Zumindest fiir die kleine Hinterkanten-
dicke fallen die Sauterdurchmesser dhnlich deutlich ab, wie die Korrelation von Gepperth. Die
Korrelation von Chaussonnet wird dagegen an die vorliegenden Daten angepasst. In Abb. A.3
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Abbildung A.2: SMD der SPH-Simulationen und der Korrelation von Gepperth (Gep-
perth, 2018) fiir die Betrachtungsweise stat.-unabh. MA

sind die Sauterdurchmesser basierend auf den Tropfentrajektorien dargestellt. Deren Werte sind
deutlich groBer verglichen mit den statistisch-unabhidngigen oder den quasi-kontinuierlichen
Momentaufnahmen. Damit bleibt festzuhalten, dass auch die Betrachtungsweise des Sprays
einen Einfluss auf den Sauterdurchmesser hat. Hierbei ist zu bemerken, dass die Datensitze
der quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen und der Tropfentrajektorien sehr viele Tropfen
zdhlen, wihrend die Datensétze der statistisch-unabhidngigen Momentaufnahmen nur wenige
Tausend Tropfen beinhalten.
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Abbildung A.3: SMD der SPH-Simulationen und der Korrelation von Gepperth (Gep-
perth, 2018) fiir die Betrachtungsweise Tropfentrajektorien

A.8 Einfluss der drei Betrachtungsweisen auf die Verteilungen der
TropfengréBe, der Tropfenposition und der Tropfengeschwindigkeit

Erginzend zu den in Abb. 5.3 dargestellten Verteilungen der axialen Tropfenposition wird im
folgenden der Einfluss der drei Betrachtungsweisen auf die vier anderen Tropfeneigenschaften
diskutiert. In Abb. A.4a sind die Verteilungen des Tropfendurchmessers dr fiir die drei Be-
trachtungsweisen Tropfentrajektorien, quasi-kontinuierliche Momentaufnahmen und statistisch
unabhidngige Momentaufnahmen dargestellt. Fiir alle drei Betrachtungsweisen haben die em-
pirischen Verteilungen dieselbe Form und weisen nur geringfiigige Unterschiede auf. Fiir die
in Abb. A.4b dargestellten Verteilungen der vertikalen Tropfenposition yr ergibt sich fiir die
statistisch unabhingigen Momentaufnahmen eine Normalverteilung mit etwas groferer Stan-
dardabweichung als fiir die beiden anderen Betrachtungsweisen.

Die Verteilungen der axialen Geschwindigkeit u7 in Abb. A.5a zeigen, dass in den Tropfen-
trajektorien und den quasi-kontinuierlichen Momentaufnahmen mehr langsame Tropfen und
in den statistisch unabhidngigen Momentaufnahmen mehr schnelle Tropfen vorhanden sind. In
Abb. A.5b sind die Verteilungen der vertikalen Tropfengeschwindigkeit v dargestellt. Ahnlich
wie bei den Verteilungen von yr, kann fiir die statistisch unabhidngigen Momentaufnahmen
eine groBere Streuung der Normalverteilung beobachtet werden. Die dargestellten Verteilungen
zeigen, dass die drei Betrachtungsweisen kaum Einfluss auf die Verteilungen des Tropfendurch-
messers dr, der vertikalen Position yr, sowie der axialen und vertikalen Geschwindigkeiten ur
und vy haben. Deshalb konnen fiir die Modellierung der Tropfenstartbedingungen auch Spray-
daten aus zwei verschiedenen Betrachtungsweisen kombiniert werden, wie dies beim statistisch-
phdnomenologischen Modell (Siehe Abschnitt 6.3) der Fall ist.

Dariiber hinaus ist zu diskutieren, inwieweit die unterschiedlichen Betrachtungsweisen auf das
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Abbildung A.4: Einfluss der drei Betrachtungsweisen auf die Verteilung der Tropfen-
groBe und der vertikalen Tropfenposition fiir pg = 5bar, ug = 70 m/s,
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Abbildung A.5: Einfluss der drei Betrachtungsweisen auf die Verteilung der Tropfen-
geschwindigkeit fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzx =230 um

Spray die Wiedergabe des Primér- und Sekundérzerfalls beeinflussen. Dazu sind in Abb. A.6
die kumulativen Verteilungen des Tropfendurchmessers dr fiir unterschiedliche Gruppen der
Tropfenposition x7 abgebildet. Fiir die Tropfentrajektorien und die quasi-kontinuierlichen Mo-
mentaufnahmen ergibt sich das gleiche Bild. Die Tropfengroenverteilung wandert fiir x7 €
[0, 3] mm von groBeren zu kleineren Durchmessern und @ndert sich im Bereich x7 € [3, 6] mm
kaum noch. Somit ist der erste Bereich dominiert von Primér- und Sekundéarzerfall, wihrend
im zweiten Bereich der Transport der Tropfen iiberwiegt. Die Spraydaten der statistisch unab-
hingigen Momentaufnahmen zeigen ein etwas anderes Bild. Hier ist zu beachten, dass diese
Spraydaten lediglich diskrete Zeitpunkte des Sprays enthalten, wihrend die beiden anderen Be-
trachtungsweisen den zeitlichen Verlauf des Sprays enthalten (Siehe Abb. 5.2). Dadurch spiegelt
Abb. A.6¢ neben dem Zerfall auch das unterschiedliche Beschleunigungsverhalten der Tropfen
wieder. Kleine Tropfen werden im Transportbereich schneller, sodass sich am Ende des Rechen-
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gebiets mehr kleine Tropfen befinden als in der Mitte des Rechengebiets. Fiir die Modellierung
der Tropfenstartbedingungen ist dies nicht relevant, da der Zusammenhang zwischen dr und xr
in beiden Ansitzen nicht explizit modelliert werden wird.
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Abbildung A.6: Einfluss der drei Betrachtungsweisen auf den Primir- und Sekundér-
zerfall der Tropfen fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um

A.9 Definition ausgewahlter Copula-Familien

Die Definition der archimedischen Copula-Familien Clayton, Frank und Gumbel wird in Unter-
abschitt 3.4.3 eingefiihrt. Archimedische Copulas C,(x, y) bestehen im zweidimensionalen Fall
aus einem Generator ¢ : [0, 00) — [0, 1] und seiner Inverse 90_1 (Mai et al., 2012, S.59) (Vgl.
Gl. 3.37).
Der Generator der Gumbel-Familie und seine Inverse sind wie folgt definiert (Mai et al., 2012,
Gl. 2.12):

p(x) =", ¢ (x) = (-log(x)?, # € [1,00) (A.12)

Die Survival-Gumbel-Copula entspricht einer um 180° gedrehten Gumbel-Copula (Coblenz,
2021, Anhang B).

Der Generator der Joe-Familie und seine Inverse sind wie folgt definiert (Mai et al., 2012, GI.
2.10):

o(x) =1- (1= o (x) = —log (1 e —x)”), 9 € [1,00) (A.13)

Die ebenso verwendeten Gaul3- und t-Copulas gehoren zur Klasse der elliptischen Copulas. Die
GauB3-Copula ist wie folgt definiert (Coblenz, 2021, Anhang B):

C(u,v10) = @2 (7' ), ™ VIO @ € [~1,1] (A14)

wobei ¢, der zweidimensionalen Normalverteilung und ¢! der Inverse der eindimensionalen
Normalverteilung entspricht.
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Die Definition der t-Copula basiert auf der zweidimensionalen Student-t-Verteilung 7>, und der
inversen eindimensionalen Student-t-Verteilung ¢, ! (Coblenz, 2021, Anhang B):

Cu,v0) = o, (17 (w), 55 ()10, v) , @ € [-1,00) (A.15)
Des weiteren wurde die skew-t-Copula verwendet. Fiir die umfangreiche Definition dieser Copula

sei auf Coblenz et al., 2020 verwiesen.

A.10 Modellparameter von Copula-Konstruktion CK 3

Zu der in Tab. 6.1 definierten Copula-Konstruktion CK 3, gehoren folgende in Tab. A.4 aufge-
listete optimale Modellparameter. Die Betriebs- und Geometrieparameter der einzelnen Simu-
lationen konnen Tab. 4.1 entnommen werden.

Tabelle A.4: Optimale Modellparameter zu Copula-Konstruktion CK 3

Sim. Cskewr(d, ) CsurGumbel (U, X) | CGauss,Gauss(UY) | CGauss(¥,V)

Nr. Pi P2 P3 P4 Pi P2 P3 Pi
1 0.52095 | 6.7603 | 0.20242 | -0.20711 1.7382 -0.52956 | 0.57975 0.80192
2 0.50254 | 11.616 | 0.99595 | 0.35940 1.9067 -0.54189 | 0.44113 0.69270
3 0.56502 | 10.686 | 0.77614 | -0.60021 1.8272 -0.56784 | 0.50507 0.55262
4 0.59857 | 11.768 | 0.20084 | -0.21279 2.1359 -0.52570 | 0.52436 0.65412
5 0.54586 | 12.545 | 0.21164 | -0.20551 2.1202 -0.52845 | 0.53991 0.65588
6 0.59707 | 11.860 | 0.99700 | 0.231650 2.1725 -0.59779 | 0.55094 0.77749
7 0.4707 16.067 0.215 -0.21 1.9165 -0.61095 | 0.52904 0.48601
8 0.51592 | 15.349 | 0.99875 | -0.65363 1.9353 -0.58352 | 0.63196 0.50641
9 0.47137 | 16.662 | 0.21997 | -0.20999 1.9497 -0.65549 | 0.58538 0.46773
10 0.53221 | 17.011 | 0.19996 | -0.19987 2.3131 -0.57298 | 0.60928 0.52812
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A.11 Weitere Ergebnisse der statistischen Simulation mit optimalen Mo-

dellparametern

Neben den sechs Eigenschaftspaaren der statistischen Simulation, die in Abschnitt 6.4 diskutiert
werden, sind im folgenden die vier iibrigen Eigenschaftspaare abgebildet.
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Abbildung A.7: Durchmesser und axiale Position der Tropfen

fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um
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Abbildung A.8: Axiale Position und vertikale Geschwindigkeit der Tropfen

fiir pg = Sbar, ug =70m/s, hzg =230 um
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fiir pg =Sbar, ug =70m/s, hzgx = 230 um
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sichten des Netzes im Plenum (Abb. A.11), um den Filmleger (Abb. A.12) sowie im Nachlauf

fiir die Spraysimulationen verwendet wurde abgebildet (Vgl. Tab. 8.3). Diese zeigen Detailsan-
des Zerstdubers (Abb. A.13).

In Abb. A.11 bis Abb. A.13 sind Schnittdarstellung des Netzes 3kSMioHexas bei z = 0 mm, das

A.12 Netz fiir die Euler-Lagrange-Simulationen
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Abbildung A.12: Schnittdarstellung bei z = O mm: Filmleger
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Abbildung A.13: Schnittdarstellung bei z = 0 mm: Zerstdubernachlauf
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