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Vorwort

Dieses Skript mit dem Titel Eigenwertaufgaben in Hilbertschen Rdumen mit Aufgaben
und vollstandigen Ldésungen ist in zwei Teile gegliedert.

In Teil 1 werden Eigenwertaufgaben fiir Paare A, B von symmetrischen linearen Ope-
ratoren mit kompaktem Operator B bzw. fiir Paare a, b von symmetrischen Sesquiline-
arformen mit kompakter Sesquilinearform b in einem Hilbertschen Raum H behandelt.
Durch die funktionalanalytische Darstellung werden die Ergebnisse besonders klar und
auf viele verschiedene Gebiete anwendbar, so z.B. auf Randeigenwertaufgaben gewohn-
licher und partieller Differentialgleichungen, Eigenwertaufgaben bei Integralgleichun-
gen und bei Matrizen, um nur die wichtigsten Anwendungsgebiete zu nennen. Die
Ergebnisse bei Eigenwertaufgaben fiir Paare von symmetrischen Operatoren bzw. bei
Paaren von symmetrischen Sesquilinearformen im Sonderfall von endlichdimensionalen
Hilbertrdumen, d.h. in endlichdimensionalen Vektorraumen mit Skalarprodukt, also
im Sonderfall von Matrizen, konnen ihrerseits dazu dienen, Ndaherungsverfahren zur
Losung von entsprechenden Eigenwertaufgaben in unendlichdimensionalen Rdumen
herzuleiten; diese wiederum kénnen dann angewandt werden z.B. auf die ndherungs-
weise Losung von Randeigenwertaufgaben gewohnlicher und partieller Differentialglei-
chungen und von Eigenwertaufgaben bei Integralgleichungen. Durch diese Doppelrolle
haben Eigenwertaufgaben fiir symmetrische Matrizenpaare bzw. von symmetrischen
Sesquilinearformen eine besondere Bedeutung.

Bei der Behandlung von Eigenwertaufgaben beschriankt sich die Darstellung zwar auf
Paare von symmetrischen Operatoren bzw. auf Paare von symmetrischen Sesquiline-
arformen in Hilbertschen Rdumen, aber an vielen Stellen kénnen die Voraussetzungen
abgeschwiicht werden. So wird z.B. die Entwicklung eines kompakten symmetrischen
Operators nach seinen Eigenvektoren in einem prihilbertschen Raum bewiesen, d.h.
ohne dass die Vollstéandigkeit des Raumes H vorausgesetzt wird. Weiter werden einige
grundlegende Eigenschaften von kompakten Operatoren T bewiesen, die einen nor-
mierten Raum in einen anderen normierten Raum abbilden, oder es werden die Resol-
ventenmenge eines beschrinkten linearen Operators in einem komplexen Banachraum
E betrachtet, und ebenso wird in einem solchen Raum die Resolvente in der Umgebung
von isolierten Teilen des Spektrums untersucht.

Teil 1 ist seinerseits in die zwei Kapitel I und II untergliedert.

Kapitel T besteht aus den Abschnitten 1 - 21 und enth#lt die Standardmethoden zur
Behandlung von Eigenwertaufgaben; damit sind hier diejenigen Methoden gemeint,
die ohne funktionentheoretische Hilfsmittel auskommen.

Demgegeniiber verwendet Kapitel II gerade funktionentheoretische Methoden und
enthilt die Abschnitte 22 - 28.

Fiir Einzelheiten zu den Abschnitten sei auf das Inhaltsverzeichnis verwiesen.

In Teil 2 werden Ubungsaufgaben zu den Eigenwertaufgaben gestellt und Lésungen
dazu angegeben.

Zur Entstehung dieses Buches ist folgendes zu sagen:

Im Wintersemester 1969/70 hat Herr Prof. Dr. Friedrich Stummel an der Universitét
Frankfurt am Main die Lehrveranstaltung Figenwertaufgaben und Ubungen zu den Ei-
genwertaufgaben gehalten, die fiir fortgeschrittene Studierende des Studiengangs Ma-
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thematik gedacht war. Der Zeitumfang betrug 4 + 1 Semesterwochenstunden, d.h. es
handelte sich um eine 4-stiindige Vorlesung und eine 1-stiindige zugehérige Ubung. Sei-
nerzeit hatte der Zweitautor diese Lehrveranstaltung nicht besucht. Als Vorbereitung
auf seine Dissertation hat er das handgeschriebene Manuskript aber vom Erstautor,
der auch sein Betreuer war, erhalten, das jedoch die getrennt gestellten Ubungsaufga-
ben nicht enthielt.

Nun hat es der Zweitautor unternommen, das handgeschriebene Manuskript des im
Jahre 2005 verstorbenen Erstautors mit Erlaubnis seiner Witwe in Latex zu setzen
und zu verdffentlichen. Denn obwohl seit der Lehrveranstaltung im Wintersemester
1969/70 mehr als 50 Jahre vergangen sind, ist das Skript nach Auffassung des Zweit-
autors wegen der funktionalanalytischen Darstellung und besonders wegen der Stoff-
auswahl noch immer interessant und lehrreich, besonders auch weil einige Ergebnisse
bis heute keinen Eingang in entsprechende Lehrbiicher gefunden haben, so z.B. Ab-
schnitt 12 iiber das allgemeine Eigenwertproblem, Abschnitt 13 {iber den Wertebereich
quadratischer Formen und Abschnitt 14 {iber Eigenwertaufgaben fiir K-symmetrische
Operatoren, worauf wir anschlieBend noch etwas nidher eingehen.

In Abschnitt 12 wird eine Theorie fiir Eigenwertaufgaben entwickelt, die durch ein
Paar von symmetrischen Operatoren A, B bzw. Sesquilinearformen a,b erklart sind.
Genauer wird hierbei vorausgesetzt, dass es fiir die zu a,b gehorigen quadratischen
Formen ein Paar reeller Zahlen «, 8 gibt, so dafl die Linearkombination aa + 8b auf
allen Elementen ungleich Null eines Vektorraumes V' positiv ist, womit sich dann ein
Skalarprodukt und eine Norm definieren lassen. Die allgemeine Eigenwertaufgabe wird
dann in der durch diese Norm definierten Metrik untersucht.

In Abschnitt 13 ld8t sich mit dem Satz von HAUSDORFF zeigen, dafl ein Paar a,b
hermitescher Sesquilinearformen ohne gemeinsame nichttriviale Nullstellen immer eine
reelle strikt positive Linearkombination gestattet, so daf} die in Abschnitt 12 entwickel-
te Theorie anwendbar wird.

In Abschnitt 14 werden Eigenwertaufgaben betrachtet, die durch ein Paar von Opera-
toren T',S in einem prahilbertschen Raum definiert werden. Diese Operatoren brau-
chen dabei nicht symmetrisch zu sein. Vielmehr geniigt es, wenn 7" und S auf ihrem
Definitionsbereich mit Hilfe eines geeigneten Operators K symmetrisierbar sind.

Die Darstellung von Teil 1 ist an vielen Stellen knapp oder sogar sehr knapp gehalten,
was sich darin duflert, daf§ an den betreffenden Stellen Zwischenrechnungen fehlen, so
daf} die Darstellung ohne Zuhilfenahme von Papier und Bleistift kaum zu verstehen ist.
Anstelle der nicht vorhandenen Ubungsaufgaben hat der Zweitautor daher in Teil 2
eigene Ubungsaufgaben gestellt und zugehérige Losungen angegeben, die dazu dienen
sollen, die durch die fehlenden Zwischenrechnungen entstandenen Liicken zu schlie-
Ben und dadurch das Skript fiir eine gréflere Leserschaft versténdlich zu machen. Der
Zweitautor geht davon aus, da8 die eine oder andere der hier gestellten Ubungsaufga-
ben in #hnlicher Form auch unter den urspriinglich gestellten zu finden war. Bei den
Ubungsaufgaben sind nicht immer alle Voraussetzungen angegeben. In solchen Fillen
kann der Leser die genauen Voraussetzungen aber dem Vorlesungstext entnehmen.

Die genannte Methode, bei schwierigen Stellen Papier und Bleistift zur Hand zu neh-
men, ist auch als Anregung - speziell fiir Studierende - gedacht, bei anderen Texten in
dhnlicher Weise vorzugehen.

Die Darstellung des Stoffes in Teil 1 geschieht - wie an Universitéten iiblich - deduk-
tiv, d.h. die Sétze sind gegliedert in Voraussetzung - Behauptung - Beweis. Ein typi-
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sches Beispiel ist Satz 11.3 aus Abschnitt 11 iiber das regulire STURM-LIOUVILLE-
Problem. In dem genannten Satz wird die Greensche Funktion ohne Herleitung ange-
geben. Ein solches Vorgehen ist natiirlich - nicht nur fiir Ingenieure - unbefriedigend.
Denn eigentlich méchte man als Leser doch gerne wissen, wie man die Greensche
Funktion erhélt. Daher hat der Zweitautor die Herleitung der Greenschen Funktion
als Ubungsaufgabe gestellt und in der Losung die Herleitung angeben.

Der Zweitautor hat in Teil 1 versucht, sich moglichst eng an das urspriingliche Ma-
nuskript zu halten. Es wurden jedoch entdeckte Schreibfehler korrigiert, an einigen
Stellen die Voraussetzungen in Sitzen prizisiert und einige Ergénzungen hinzugefiigt,
die aber - aufler bei Kleinigkeiten - als solche gekennzeichnet sind, und es wurde an
den schwierigen Stellen auf die Ubungsaufgaben verwiesen.

In einigen Abschnitten von Teil 1 ist vom Erstautor speziell fiir die betreffenden Ab-
schnitte Literatur angegeben worden. Dies wird hier beibehalten. Dariiber hinaus ist
aber vom Zweitautor am Ende des Skriptes noch ein Literaturverzeichnis erstellt wor-
den, das alle Literaturangaben von Teil 1 und auch von Teil 2 enthalt.

Es ist daran gedacht, zu gegebener Zeit das vorliegende Buch unter Einbeziehung
neuerer Verdffentlichungen zu iiberarbeiten. Ferner ist geplant, weitere Ubungsauf-
gaben, z.B. auch aus den Bereichen Differentialgleichungen und Integralgleichungen
sowie Beispiele aus dem Ingenieurbereich aufzunehmen und damit fiir Mathematiker,
Naturwissenschaftler und Ingenieure noch interessanter zu machen fiir das Studium,
die Lehre und die Praxis.

Durch den Verweis auf die Ubungsaufgaben - im Text nur Aufgaben genannt - an
Stellen mit Gedankenspriingen ist es dem Leser zwar in einfacher Weise moglich, die
Einzelheiten nachzulesen. Bei hidufigen Verweisen unterbricht das aber den Lesefluf3.
Daher wird empfohlen, beim ersten Lesen die Verweise zu iibergehen. Bei der ange-
dachten Uberarbeitung des Buches scheint es dem Zweitautor jedoch zweckmiBig zu
sein, an vielen Stellen anstatt der Verweise auf Einzelheiten wie hier die Einzelheiten
selbst in den Text einzufiigen. Das wire natiirlich auch hier schon méglich gewesen.
Doch war es dem Zweitautor wichtig, sich so nah wie moglich an die urspriingliche
Fassung des Skripts zu halten.

Im Vergleich zur Monographie von F. Stummel, Rand- und Eigenwertaufgaben in
Sobolewschen R&umen, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1969 spricht
das vorliegende Skript eine groflere Leserschaft an.

Es wird noch darauf hingewiesen, dafl Zeilenvektoren v = (uq,--- ,u,) als Spalten-
vektoren zu interpretieren sind, wenn n x n-Matrizen A = (a;i) darauf angewandt
werden, so daf3 b := Au definiert ist und den Spaltenvektor b mit b; = 22:1 a;ibg,
j=1,--- n liefert.

Im Text werden noch die folgenden Abkiirzungen verwandt: F.St. fiir Friedrich Stum-
mel als Erstautor und Verfasser von Teil 1 sowie L.K. fiir Ludwig Kohaupt als Zweit-
autor und Verfasser von Teil 2.

In den Ubungsaufgaben werden der Kiirze halber die Zeichen 3 fiir ,,es existiert* und
= fiir ,daraus folgt* verwandt. AuBerdem sind die Sétze nicht immer vollstindig.
Weiter werden in Aufzidhlungen als Trennzeichen das Leerzeichen, das Komma, das
Semikolon und der Punkt uneinheitlich verwandt.

Der Gutachter hat eine Reihe wertvoller Anderungsvorschlige gemacht. So hat er z.B.
darauf hingewiesen, dafl der Begriff vollstetiger Operator durch kompakter Operator
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ersetzt werden sollte, da man in der Operatortheorie heutzutage unter den vollste-
tigen Operatoren eine etwas andere Klasse versteht, die aber fiir Hilbertraume mit
den kompakten Operatoren zusammenfillt. Ferner hat der Gutachter vermerkt, daf
in diesem Vorlesungsskript nicht alle Begriffe erklirt werden. So fehlen z.B. die Defini-
tionen der Lebesgue— Rdume LP, von dquivalenten Normen und vollstindigen Ortho-
normalsystemen. Hierzu gibt der Zweitautor folgende Literaturhinweise: Die Definiti-
on der Lebesgue— Riume LP-Réume findet man im Buch von Kantorowitsch/Akilow,
Funktionalanalysis in normierten Rdumen, Akademie-Verlag, Berlin, 1964, Kapitel II,
Abschnitt 5.1, S.58, die Definition von wvollstindigen Orthonormalsystemen im selben
Buch in Kapitel II, Abschnitt 2.3, S.44; die Definition von dquivalenten Normen im
Buch von H. Heuser, Funktionalanalysis, B.G. Teubner, Stuttgart, 1975 Kapitel 11, §7,
S.57. Weiter hat der Gutachter niitzliche Hinweise zu einzelnen Latex-Befehlen gege-
ben und einige Schreibfehler entdeckt. Fiir all diese Hinweise mochte der Zweitautor
dem Gutachter herzlich danken.

Ebenfalls bedanken méochte sich der Zweiautor beim Logos Verlag fiir die angenehme
Zusammenarbeit.

Verbesserungsvorschléige sind stets willkommen. Sie erreichen den Zweiautor unter der
Emailadresse kohaupt@beuth-hochschule.de.

Berlin, Januar 2021 Ludwig Kohaupt
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1 Beschrinkte lineare Operatoren

Seien E, F zwei Vektorrdume iiber demselben Koérper K = R bzw. K = C. Eine
Abbildung A von FE in F heifit dann linear oder linearer Operator, wenn gilt

Alau+pv)=aAu+Bv, u,vEE, a, f K.

Mit L(E, F) bezeichnen wir die Menge der linearen Abbildungen von E in F. Diese
Menge bildet selbst wieder einen Vektorraum iiber dem Korper K, wenn man definiert
(A+B)u = Au+Bu,u€kE,

(eA)u = aAu,ueE.

Das Nullelement 0 € L(E, F') ist die Abbildung
Ou=0,uekE,

die also jedem Vektor u € E den Nullvektor aus F' zuordnet. Ein Vektorraum FE heift
normiert oder ein normierter Raum, wenn jedem Vektor u € E eine reelle Zahl ||ul|,
die Norm oder der Betrag von u, zugeordnet ist mit den folgenden Eigenschaften

(V1) lul[ =0
(N2) Jul|=0<=u=0
(V3)  [Aull = Al flull, A € K

(N4) - lu+ ol < Jlull + [Jvll, w, v € E.

Seien jetzt E, F' normierte Rdume iiber demselben Skalenkorper K = R bzw. K = C.
Die Normen || - ||[g von E, || - || von F bezeichnen wir der Einfachheit halber mit || - ||,
wobei jeweils aus dem Zusammenhang hervorgeht, um welche Norm es sich handelt.
Eine Abbildung A € L(E, F) heifit dann beschrdinkt, wenn es eine Zahl o > 0 gibt mit
der Eigenschaft

lAull < alul, u € E.

Eine Zahl o mit dieser Eigenschaft wollen wir auch eine Schranke von A nennen. Fiir
jeden beschrinkten Operator A € L(E, F) existiert folglich eine nichtnegative Zahl
IA]|, die Norm von A, definiert durch die Gleichung

A
Al = sup [[Aul| = sup [Au]
lell=1 ozuer ||ul

Damit ist stets
[Aull < |A[ flull, uwe E.

Daher ist || A|| die kleinste obere Schranke von A.

Die Teilmenge aller linearen beschrinkten Abbildungen aus L(E, F') bezeichnen wir
mit B(E, F'). Offenbar ist B(E, F') ein linearer Teilraum von L(E, F'), da fiir A, B €
B(E,F) und X € K folgt

1A+ B)ul < (|A] + [IBI) [[ull, v < E,

11
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also auch
[A+ Bl <[|A]l + B
sowie
[ANAul = [Al[[Aull, ue E
und somit
Al = sup Ay g Ty,
ozuer  |ull o£uck ||ull

Zugleich haben wir damit gezeigt, dass der Raum B(F, F') mit dieser Operatornorm
ein normierter Raum ist. Fiir jeden Operator A € B(FE, F) ist ja

(V1) 4] >0

(N2) [|A =0 <= A =0

(N3)  [INA] = [A[]IA

(N4) [|[A+ Bl < Al + B, A, B € B(E, F).

Beweis von (N2): [|[A|| =0 < ||Au||=0, ue E<= Au=0,uce E<= A=0.

Jeder beschrinkte lineare Operator A € B(FE, F) ist stetig, d.h., fiir jede konvergente
Folge (u;);en ist auch die Folge (Au;)jen konvergent, wie man aus der Ungleichung
abliest

[Au; — Aug| < [|A]l lu; — urll =0 (5, k = o0).
Insbesondere hat man fiir jede gegen ein Element u € E konvergente Folge (u;) en die

Aussage
uj s u(j—>o00) = Auj = Au(j— c0).

Umgekehrt ist auch jeder stetige lineare Operator A : E — F beschriankt, so dafl man
den Satz hat

Satz 1.1

’Ein Operator A € L(F, F) ist dann und nur dann stetig, wenn er beschrénkt ist.

Beweis: In der einen Richtung haben wir den Satz oben bereits gezeigt. Jetzt zeigen
wir, dafl jeder stetige Operator auch beschrinkt ist. Andernfalls gébe es eine Folge
(uj)jen von Elementen mit der Eigenschaft

lujlf =1, [Ausll = 00 (j = o0).
Setzt man dann
1 .
v; = HTujnuj, JjeN,
so gilt
v; =0 —o00), [Ayll=1,j=1,23,---.

Da A stetig sein soll, miiite aber Av; - A0 = 0 (j — oo) streben, womit ein
Widerspruch herbeigefiihrt ist. o

12
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Beispiel 1. Matrizen A = (a;;) € K™*" mit aj, € K, j=1,---,m, k=1,---,n
und K =R bzw. K= C. Hier ist £ = K" und F = K™. Sei u = (uy, - ,u,) € K" =

(Au)] :Zajkuka ]:17 , M.

k=1
Sei || - ||oo die Maximumnorm auf K! fiir [ € {m,n} erklirt durch
lulloo = jex ujl, u=(ur,- ,u) € K.
Dann gilt
n
lAullo =  max |[(Au);|=  max |Zaj;€uk|
j=l,m j=1,m
k=1
n n
< max Y aplugl £ max Jug| max Y ag
j=1,---.m j=1,---.n j=1,---.m
k=1 k=1
= afufe,
also
[Aulloe < afluflo
mit
n
a = max Z|ajk|
j=1m
k=1
und
luloo =  max |u;l, u=(uy, - ,u,) € K"
j=Lwm

Beispiel 2. (i) Sei E = F = Cla, b], wobei C|a, b] der Vektorraum der auf [a, b] stetigen
Funktionen bedeutet. Sei wieder K = R bzw. K = C, und sei C|a, b] versehen mit der
Maximumnorm

|t]|oo := max |u(z)|, u € E.
z€Ja,b]

Weiter sei A(:,-) auf [a,b] X [a,b] stetig. Dann wird durch
b
(o) i= [ Alwy)uty)dy. ue B
ein Operator A € B(E, F) =: B(FE) definiert. Denn es gilt

b b
[(Aw) ()] S/ [ Az, y)| [u(y)| dy < e |u(y)l / [ Az, y)| dy, = € [a,b]

[Aulloc < afluflo
mit

b
a= max/ |A(z,y)| dy.

z€la,b]

13
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(ii) Sei 1 < p,q < oo und

lull, = /|u )P dy)*, u e Clab.

Weiter sei E = Cpla,b] der Raum Cfa,b] versehen mit der Norm || - ||, sowie F =
Cyla, b].

Als Hilfsmittel zum Beweis der Beschrianktheit des Operators A in dieser p-Norm wird
Holders Ungleichung (siehe Taylor, Introduction to Functional Analysis, John Wiley
& Sons, New York, 1958, S.6 ) herangezogen:

.
'Y

/Nf hm<</|f Fm> </|g wm) 1, 9€Cla,b,

wobei p’ aus 1/p+ 1/p’ = 1 bestimmt ist. Damit erhilt man

JAul, < allull, ue E

1
b b , 4 !
a= / |A(z,y)|P dy | dx | ;
a a

fiir Einzelheiten hierzu, siehe Aufgabe 1.1.

mit

Spezialfall: ¢ = p’ In diesem Fall wird ¢ aus der Beziehung 1/p + 1/¢ = 1 bestimmt,

und es gilt
b b i
o= (/ (/ |A(ac,y)|qdy> dx) .

(iii) Seien E = C™][a,b], wobei C™[a,b] der Raum der auf [a,b] m-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen bedeutet, und F' = Cfa,b]. Seien ferner a; € Cla,b], j =
0,1,---,m. Dann ist durch

Au:= Zaju(j), ueEkl
eine lineare Abbildung A : E — F erklirt. Sei

m
lull = llulle =Y~ 4P oo, w € B
7=0

und
vl = llvllF = [[v]lec, v EF.

Daraus ergibt sich
[Aullp < aluls, ve E
mit
a= max |a;(2)];

z€[a,b]
j=0,1,---\m

14
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fiir Einzelheiten hierzu, siehe Aufgabe 1.2. o

Bemerkungen:

In diesem Abschnitt wurden vom Zweitautor die Normeigenschaften (N1) -(N4) fiir
Vektoren und beschrinkte lineare Operatoren hinzugefiigt sowie die Beispiele erheblich
detaillierter als in der urspriinglichen Fassung dargestellt. Die Normeigenschaften (N1)
- (N4) wurden aus dem Buch F. Stummel/K. Hainer, Praktische Mathematik, B.G.
Teubner, Stuttgart, 1982 entnommen. o

15
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2 Beschriankte Sesquilinearformen

Sei E ein Vektorraum iiber dem Koérper K = R bzw. K = C. Dann versteht man unter
einer Sesquilinearform a(-,-) eine Funktion, die jedem geordneten Paar von Vektoren
u, v aus F eine Zahl a(u,v) € K zuordnet mit den folgenden Eigenschaften (Sql) -

(Sqd):
(Sql)  a(ug 4+ uz,v) = a(uy,v) + a(ug,v), ui, uz, v € E,
(Sq2) a(u,vy +v2) = al(u,v1) + a(u,v2), wu, vy, vy € E,
(S¢3) a(Au,v) =Aa(u,v), NeK u,veE,
(Sq4) a(u,\w) = Xa(u,v), A€K u,veEE.

Unter einer Bilinearform versteht man eine Funktion a(-, -), die jedem geordneten Paar
von Vektoren u, v aus E eine Zahl a(u,v) € K zuordnet mit den folgenden beiden
Eigenschaften (B1) - (B4):

(B1) a(uy + ug,v) = alug,v) + a(uz,v), wuj, uz, v € E,
(B2) a(u,v1 +v2) = a(u,v1) + alu,v2), wu, vy, ve € E,
(B3) a(Au,v) =Aa(u,v), NeK u,veEE,
(B4) alu, \v) = Aa(u,v), Ae€K, u,vekE.
Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform heifit symmetrisch, wenn
(S) a(u,v) =a(v,u), u,ve E

bzw. hermitesch, wenn

(H) a(u,v)=a(v,u), u,veFE

gilt.

Unter einem Skalarproduct (-, -) versteht man eine Sesquilinearform, die positiv definit
ist, also eine Sesquilinearform mit folgenden Eigenschaften:

(S1) Au+pv,w)=A(u,w)+p(v,w), \, n €K, u, v, w € E,

(82) (u,v) = (v,u), u,v € E,
(S3) (u,u)>0,u€E,
(54) (u,u)=0<=u=0.

Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heifit prdhilbertscher Raum, den wir auch mit H
bezeichnen.

Wenn nur die Eigenschaften (S1), (S2), (S3) erfiillt sind, dann nennen wir (-,-) ein
semidefinites Skalarprodukt. In (S2) bezeichnet (v, u) die konjugiert-komplexe Zahl zu
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(v,u). Wenn also K = R der Korper der reellen Zahlen ist, so lautet (S2) einfacher
(u,v) = (v,u), u,v € B, K=R.
Jeder Vektorraum mit Skalarprodukt ist ein normierter Raum mit der Norm
Jul| = (u,u)?, ueE.

Durch diese Vorschrift erhdlt man nédmlich eine Funktion || - || auf E, die offenbar die
Eigenschaften (N1), (N2), (N3) besitzt. Weiter geniigt bekanntlich jedes Skalarprodukt
der Schwarzschen Ungleichung

[(w, ) < lull llvll, u,vek,

die bereits fiir Semiskalarprodukte gilt, wofiir der Beweis, den man z.B. im Internet
findet, etwas abgeéindert werden muss. Damit folgt die Dreiecksungleichung (N4) aus
der Beziehung

lu+ol* = (u+v,u+w) < ull® + [ + 2|ull oll = (lul] +[v])?,  u veE.

Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform a auf E x E heif3t dann beschrdinkt, wenn es
eine Zahl a > 0 gibt mit der Eigenschaft

lau, v)| < aflull o]l u, v e E.
In diesem Fall gibt es wieder eine kleinste Schranke, némlich die Norm |la|| von a,

erklart durch
lal = sup 128N o))

omucr |Jull U]l jupm
0#vEE =

w
llvl=1

fiir Einzelheiten hierzu, siehe Aufgabe 2.1. Damit ist stets
la(u, v)| < [la] lu]l [[v]l, u, v e E.

Jeder Sesquilinearform a kann man eine quadratische Form a zuordnen durch die
Vorschrift
a(u) = a(u,u), u € E.

Wenn a beschréankt ist, dann ist auch die quadratische Form a beschrankt mit
la(w)] < llal| lu]|?, u € E.

Die kleinste Schranke ||a||; ist dann

|a(w)]
lally = sup TR la(u)| < lal|-
ozucE |lull lull=1

Fiir eine symmetrische bzw. hermitesche Sesquilinearform ist die zugehotrige quadra-
tische Form reellwertig, da in diesem Fall gilt

a(u) = a(u,u) = a(u,v) = a(u), u € E.

Damit hat man jetzt den folgenden wichtigen Satz.
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Satz 2.1

Sei £ = H ein prahilbertscher Raum. Dann ist fiir eine hermitesche Form a stets

lall = llafl:-

Beweis: Wir haben bereits ||al|; < ||a| gezeigt. Jede Sesquilinearform a geniigt der

Bedingung
2 (a(u,v) + a(v,u)) = a(u +v) —alu —v), u,v € H;

fiir Einzelheiten, sieche Aufgabe 2.2. Fiir eine hermitesche Form a ist daher
1 1 9 9
[Rea(u,v)] = 7 a(u+v) —a(u —v)| < 7 llall ([Ju+ ol + [lu = v[°) < flalx
fiir jedes u,v € H mit ||u|| = ||v|| = 1; fiir Einzelheiten, siche Aufgabe 2.3.
Fiir jedes u,v € H gibt es weiter ein ¢ € R mit
a(u,v) = e“la(u,v)|.
Damit wird e~“a(u,v) = a(e”*%wu,v) reell und

la(u,v)] = e *a(u,v) = Re{e “a(u,v)} = Re{a(e”"*Pu,v)}

IN

lall1,

falls |Ju|| = ||v]| = 1 ist; fiir Einzelheiten, siche Aufgabe 2.4. Daraus ergibt sich

lall = sup |a(u,v)| < lal]x.
[ull=(lv]|=1
Zusammen mit der obigen Ungleichung wird so ||a|| = |la]|1.

o

Fine symmetrische Sesquilinearform heift nach unten halbbeschrdnkt, wenn es eine

reelle Zahl «q gibt mit der Eigenschaft
aollull? < a(u), ue E = H.

In diesem Fall ist die Zahl

m —Fs = 11
0£ueE [ull? jluf=1

a(u) . ()

m =

die groBite untere Schranke fiir a.

Entsprechend heifit eine symmetrische Sesquilinearform nach oben halbbeschrdnkt,

wenn mit einer reellen Zahl a; gilt
a(u) < aqul]?, u € E.

Damit ist

a(u)

M= sup ——= = sup a(u)
ozuck ||ull? lull=1

die kleinste obere Schranke fiir a, und man hat unmittelbar den folgenden Satz.
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Satz 2.2

Sei E = H ein prihilbertscher Raum iiber dem Korper K = R bzw. K = C. Eine
beschrankte symmetrische Sesquilinearform a auf E x F ist stets nach unten und oben
halbbeschrankt, und es gilt die Darstellung

llall = llally = max(|m], [M]);

fiir Einzelheiten, siche Aufgabe 2.5.
Sei weiter A ein symmetrischer beschrinkter linearer Operator, d.h. es gelte

(Au,v) = (u, Av), w,v€ E=H.

Weiter sei A nach unten bzw. oben halbbeschrénkt. Gibt es einen Vektor v # 0 mit

(v, Av) . (u, Au)
=-——> = inf 21—~
v ouer [[ul?
bzw.
M — ('U,AU) — Sup (U,Au)
[|v]| ozuer  |[ul? ’

dann ist v ein Eigenvektor von A und m bzw. M ein zugehoriger Eigenwert.

Beweis: Im ersten Fall ist der Operator
B=A—-mI
positiv semidefinit, d.h. es gilt
(Bu,v) = (u,Bv), u,v € E=H

sowie
B=A-mI>0.

Nun wird durch
(u,v)p := (Bu,v), uyve E=H

ein Semiskalarprodukt definiert. Nach dem oben Gesagten gilt daher die Schwarzsche
Ungleichung
(w,v)B| < [lullg v, u,veE=H,

wobei . . .
lulls = (u,u)p)2 = (Bu,u)2 = (u,Bu)2, ue E=H

gesetzt ist. Daraus folgt

|(u, Bv)|* < (u, Bu) (v, Bv), u,v € E = H.

ist aber (v, Bv) =0, so daf} gilt

Fiir den oben definierten Vektor v mit m = (v, 1|4|11))
v

[o]]?
(u,Bv) =0, u€ H<= Bv=0

oder
Av = mw.
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Der Beweis im zweiten Fall erfolgt d&hnlich wie im ersten Fall; fiir Einzelheiten, siehe
Aufgabe 2.6. o

Bemerkungen: Die Eigenschaften (Sql) - (Sq4) von Sesquilinearformen und von (B1)
-(B4) von Bilinearformen sind vom Zweitautor hinzugefiigt worden. Die Eigenschaften
(S1) -(S4) fiir Skalarprodukte sind dem folgenden Buch entnommen: F. Stummel /K.
Hainer, Praktische Mathematik, B.G. Teubner, Stuttgart, 1982, Abschnitt 5.3. o
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1 Beschrinkte lineare Operatoren

Aufgabe 1.1: Es werde folgendes vorausgesetzt:

(i) Sei Cla,b] der Vektorraum iiber K = C bzw. K = R der auf [a,b] stetigen
Funktionen. Ferner sei 1 < p,q < co und

1
lull, = / ()P dy) ¥, u € Cla,b

sowie E = Cpla,b] der Raum C|a,b] versehen mit der Norm || - ||, und F =
Cyla, b].

(i) Sei A(-,-) auf [a,b] X [a, b] stetig und der Operator A € B(E, F') definiert durch
b
() = [ Alwy)u)dy. we E.

Man zeige, dafl gilt
[Aulloc < alufloc

mit
a
/

/(/ |Axy>|pdy> "

Loésung: Fiir 1/p' +1/p =1 gilt

1
7

| Au(z |<</ Aacypdy> (/ e |de>

llullp

= a
Au(z)|? < ( / A, )P dy> "
= a
/ab|Au<z>|des / ( / A, )P dy> " o
= . . 1
( / b Au<x>|qu> ‘< / b ( / b |A<x,y>|ﬂdy> o)l
.

Q=
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AUFGABEN 1 Beschrankte lineare Operatoren

Aufgabe 1.2: Es werde folgendes vorausgesetzt:

Seien E = C"™|a, b], wobei C™[a,b] der Raum der auf [a,b] m-mal stetig differenzier-
baren Funktionen bedeutet, und F' = Cla, b]. Seien ferner a; € Cla,b], j =0,1,...,m.
Dann ist durch

Au = Zaju(j), uekl
§=0
eine lineare Abbildung A : F — F erklért. Sei

m
lull = llulle = 9o, u€ E
=0

und
vl = [lvllF = [[v]leo, v € F.

Man zeige, daf} gilt
[Aullr < allullg, ue E

mit
a= max |a;()].
j=0,1,...,m
Loésung: Es gilt
m m
(4) )
[Au(z)] <Y Jaj(2)| [u ()] < max - |a;(z)| > ()]
7=0 j=0,1,..., m 7=0
=
m m
s [Au(@)] <3 Joy (@) [0 (@) € max oy (@)] Y max @) = afulz
7=0 7j=0,1,..., m 7=0
=
[Aullp <allulls, ueE
mit
a= max |a;z)].
j=0,1,...,m
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2 Beschriankte Sesquilinearformen

Aufgabe 2.1: Durch

a\u,v
a]| = sup lafu,v)] _ sup |a(u,v)],
ozuer lull [lv]] flull=1
0#£vEE lol|=1

wird eine Norm fiir die beschriankte Sesquilinearform a erklért.

Losung: Es werden die Normgesetze (N1) - (N4) nachgewiesen:

(N1) flafl = 0
(N2) |la]| =0 <= a(u,v) =0, u,v € E <= a =0

(N3) [[Aall = sup [Aa(u,v)| = [Al sup |a(u,v)] = [A] |all
[lv]|=1 oll=1

(N4) (@ +0)(u,v))| = |a(u, v) + bu, v)| < [a(u, v)| +[b(u, v)]
< lall lfulH ol + 1ol fulH o] < Clall + o) l[ul ol u,veE

=

a—+b)(u,v

et DO oy 4 o), w,ve &

[[wl vl
=
a+b)(u,v

sup w < |lal| + 0|, w,v€EE

ozueelul] [[v]]

#vEE
=

la+ bl < llall + [|b]], g.e.d. o

Aufgabe 2.2: Man zeige, daf fiir eine hermitesche Sesquilinearform gilt
2 (a(u,v) + a(v,u)) = a(u+v) —alu —v), u,v € H.
Lésung: Nach Tayler, S. 108, gilt fir a(u,v) = (u,v) die Formel

2[(u,v) + (v, u)] = [lu+ || = [u - v]|?
~——

:(u,v)
- 1
Re (u,v) = Zlllu+vl* = [lu = v]).
Ersetzt man hier (u,v) durch a(u,v), so folgt die Behauptung. o

Bem.: Weitere Formeln findet man z.B. bei Heuser, S. 247:

u—+v 2 uU—v 2

5 — 5 , K=R,
u,v) =

u—l—v2 e u+iv2 u—ivl? K—C

2 2 2 a 2 T
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Daraus ergeben sich fiir eine hermitesche Sesquilinearform a(-,-) die Formeln

a(u-é—v)_a(uzv)’ K:R,

a(u,v) =

a(52) — a(*5%) +ia(=H2) ~ia(*5), K=C

Weiter folgt nach dem obigen noch die Formel

Rea(u,v) = i[a(u +v) —alu—v)].

Aufgabe 2.3: Man zeige, daf fiir eine hermitesche Sesquilinearform gilt
1 1 9 9
[Bea(u,v)] = Zla(u +v) —a(u—v)| < Zllalls (Ju + 2" + [lu = v[%) < [lalx
fiir [l = [lvf| = 1.
Loésung: Man hat
[Rea(u,v)] = gla(u+v) —a(u—v)| < g(ja(u+ )|+ |alu - v)])
1 a(t+ ) a(i —v) 9
< 2| suwp f(l\wv“ )+ sup e (le=ll%)
1\ ek Tat ol o a— o
1
< Jlllallllw+ ol + llallflu — v]?
1
< 7 lally (e + ol + [lu = vlf*)
- 1
|Rea(u,v)| < 7 llall (lu+o]* + [lu—of*).
Weiter gilt
lutvl? + flu—ol* = [ul*+2Re(u,v) + [[v]|”
+ lull? =2 Re (u,v) + [|v]|?
= 2ful?+2[v)> =4, [ul=]v]=1,
woraus die Behauptung folgt. o

Aufgabe 2.4: Fiir a(u,v) = ¢*|a(u,v)| gilt
la(u,v)] = e *a(u,v) = Re{e “a(u,v)} = Re{a(e "Pu,v)}
< Ha”lv

falls |lul]| = |lv|| =1 ist.

Losung: Es ist nur die letzte Ungleichung zu zeigen.
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